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МАТЕМАТИКА

А. Е. ЗАЛЕССКИЙ

ОБ ОДНОМ ПРЕДПОЛОЖЕНИИ КАПЛАНСКОГО

(Представлено академиком В. М. Глушковым 24 IX 1971)

Пусть Р — поле характеристики 0, G — произвольная группа, PG — 

групповая алгебра группы G над полем Р, е = 3 reg (rg Р, g G) — 
идемпотент алгебры PG. Капланский высказал предположение, что п 
(здесь 1 — единичный элемент группы G) является рациональным чис­
лом, если характеристика поля Р равна нулю (см. (’) или (2), проблема 
24). Сам Капланский доказал в ('), что число г, является алгебраиче­
ским. Другие доказательства предложены Монтгомери (3) и Пассманом С) *.

* Во всех этих доказательствах вначале устанавливается, что 0 eg Ini I И3 
нашего доказательства это неравенство не вытекает.

В данной статье дается доказательство гипотезы Капланского в сле­
дующей более общей форме.

Теорема. Пусть е — идемпотент групповой, алгебры PG произволь­

ной группы G над произвольным полем Р, е = 2 rgg — его разложение 
по групповому базису.

Тогда число принадлежит простому подполю поля Р.
Обозначения. При х е PG через supp (х) обозначается множе­

ство элементов группы G, входящих в разложение х — 2 rgg с ненуле­
выми коэффициентами rg. Через [/’€?] обозначается подпространство ал­
гебры [PG], порожденное элементами вида gh— hg, g.h<=G. Если t— 
неотрицательное целое число, то через t(supp(х)) обозначается подмно­
жество элементов порядка pt из supp (ж). Положим 0Дж) =

= 2 rs’’ вместо 0о (ж) будем писать просто Q(x). Ясно, что
gee«(supp (х))

0(а:) = г,. Зададим линейное преобразование М: PG^-PG формулой 

А,4(ж)= 2 rgg- Через Р[х1,...,хп] обозначается кольцо поли-
ge((supp(x))

номов над полем Р, через Р(х,,..., хп)—поле рациональных функций 
над полем Р, через Q — поле рациональных чисел.

Вспомогательные утверждения.
I) (С), формула ЗЛ; (6)). Пусть Р — поле характеристики р > 0. 

Тогда (2 reg)р = 2 rgpgv (mod [PG]). ц е Р. g е G.
II) Пусть Р — поле характеристики р > 0. Тогда At{{^irgg)p) =

7.Д2/Д'рД (mod[PG]). Кроме того, ОД ( 2 rgg)p) = ОД 2 r/gp).
Д оказательство. Элементы множества [PG] имеют вид 

2гЛ {gh — hg), g.hf^G. Поэтому Gt{y) =0 при у <= [PG] и второе 
утверждение в Н) следует из первого. Элементы gh и hg имеют одинако­
вый порядок, ибо они сопряжены в G. Следовательно, ([PG]) сп [PG], 
так что II) следует из I).
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III) Пусть f(x) — полином над полем Q, Г — группа Галуа полинома 
f(x), реализованная в виде группы подстановок его корней яд,..., хп. Для 
любой подстановки yel’ обозначим через (тщ (у),..., mk(y)) набор длин 
циклов подстановки у.

Тогда для любой подстановки у е Г существует бесконечное множе­
ство таких простых чисел р, что полином f(x) (mod р) распадается на 
неприводимые множители степеней тДу),..., тДу).

В (7), теорема 42, этот результат выводится из теоремы Фробениуса 
о плотности простых чисел в отделах группы Галуа (8).

IV) Пусть Р — поле алгебраических чисел, г е Р. Предположим, что 
для всех, кроме конечного числа, неархим.едовых нормирований поля Р 
при отображении Р Рp/р число г отображается в простое подполе 
поля Pv /р.

Тогда г — рациональное число.
Доказательство (мы следуем здесь рассуждению (9), лемма 

1.5). Пусть /(ж) —неприводимый полином над Q, корнем которого явля­
ется г. Группа Галуа Г полинома f(x) действует на его корнях транзи­
тивно; поэтому существует подстановка у е Г, не оставляющая непод­
вижным ни один из корней полинома f(x) (это вытекает из формулы 
32.5 в (10)). Согласно III для бесконечного множества простых чисел р 
полином f(x) (mod р) не имеет линейных множителей, что, очевидно, 
противоречит условию.

V) Пусть Т = Q\xi,..., хл], Ъ,...., bs<=T. Тогда существует постоян­
ный на Q эпиморфизм а кольца Т на некоторое поле алгебраических чи­
сел такой, что <з(хД бД Q и о(Ь,) 0.

Доказательство. Пусть пг — максимальная степень полиномов 
bi,..., bs относительно х,. Пусть а е Q[ад] —неприводимый над Q поли­
пом, степень которого строго больше т, и <(,: ()[яд]()[яд]/а()[яд] = 
= R—естественный гомоморфизм. Тогда ф1(яд)0=(Г Пусть ф2: (?[яд,... 

• ,^Q[xi,... , x^fa-Q^Xi, . . ., х„] = R[x2, . .. , хп]. Поскольку степень
полинома, а больше степеней полиномов относительно яд, то а X 
Х<2[а.д,. ..,ад,], так что ф2(&Д =Х= 0, i = 1,. .., s. Так_как пространство Rn~l 2 3 
плотно в топологии Зарисского в пространстве Rn~l (R - алгебраиче­
ское замыкание поля R) и множество тех точек (х2, . . . ,хп) ^Rn~l, для 
которых ср2(&,) (яд,..., яг„) =/= 0 является открытым, то существует точка 
(х2°,. . . , ад,0) е /?"“* такая, что ф2(&,) (х2°,. .. , хф) #= 0. Если обозначить 
через т гомоморфизм кольца R[x2, . .., хД в поле R, задаваемый формулой 
f -> /(яд°, .. •, хп°), / е /? [х2,.. . , хД, то гомоморфизм т°ф: Q [яд,. . . , хД-^R 
удовлетворяет требованиям утверждения V.

1) П ia = 0;
а

2) Ra: Q < оо;
3) для любого ЛЕ/1, а бД Q найдется такой гомоморфизм что 

оа(а) бД Q.
Доказательство. Утверждения 1) и 2) хорошо известны. Дока­

жем 3). Если элемент а алгебраичен над Q, то утверждение очевидно. 
Предположим, что элемент а трансцендентен над Q. Пусть К — поле част­
ных кольца А. Известно, что базис трансцендентности яд,.. . , хп поля К 
над Q можно выбрать в кольце А, причем можно считать, что х, = а. 
Пусть яд,..., хп, yt,..., ym — система образующих алгебры А над Q и 
пусть bi,... , bs es <2 [яд,..., хД = Т — знаменатели коэффициентов од <= 
е Q(iy,. .., хД уравнений для элементов yt,...,ym над Q(xi,...,xn). 
В силу V) существует эпиморфизм о кольца Т на некоторое поле R такой, 
что о (а) = o(,Xi) 5= Q и <т(£д) =Х= 0, г = 1,. Пусть L — Q(xi,.. . ,хп,

VI) Пусть А — конечно порожденная коммутативная алгебра без де­
лителей нуля над полем Q, ]/а} —множество всех максимальных идеа­
лов алгебры A, R.,_ = А / Ia. оа: A Тогда
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brl,— кольцо частных кольца Т относительно bh ..Ь„. Ввиду 
универсального свойства локализации (см. ("), т. 1, гл. IV, § 9, теорема 
14), эпиморфизм о продолжается до эпиморфизма ас L-+R. Пусть В = 
— А |6гЛ..., Лл1] тэ L. Тогда щ продолжается до некоторой точки <т, 
поля К (см. (и), т. 2, гл. VI, теорема 4); поскольку кольцо нормирова­
ния Ка, целозамкнуто (см. там же, стр. 17), то это кольцо содержит В, 
ибо кольцо В является целым над L. Так как поле К конечно над полем 
Q(xl,.... хп), то поле вычетов точки г>2 есть конечное расширение 
поля В. Таким образом, гомоморфизм о3==щ|л кольца А удовлетворяет 
требованию 3).

Доказательство теоремы. Случай 1. Р — поле положитель­
ной характеристики р > 0. Пусть s — такое целое число, что 
s (supp (а;)) = ф. Тогда 08(е) = 0. Так как е = ер, то при t > 1, исполь­
зуя (11), получаем

0(-г (е) = Ф-1 = 3 ( 2 rs)P = (0t (е))Р-
gst(supp (х)) get(supp (х))

Поэтому (е) = 02(е) = = 08(е) = 0. Аналогично, при t = 1

0 (е) = Г1 = 0 (2 rggP) = - 2 rsSP = гР ~г 0i (е) = ri ’
gP=i

т. е. ту = гС. откуда вытекает, что г( содержится в простом подполе по­
ля Р.

С л у ч ай 2. Р — поле алгебраических чисел. Известно что для всех, 
кроме конечного числа (неэквивалентных) неархимедовых нормирований 
поля Р числа re, g е supp (е), лежат в соответствующем кольце норми­
рования. Обозначим через р идеал нормирования, через Р v — кольцо нор­
мирования, через ф : Р ->Рх,)^> = В —отображение на поле вычетов 
В и через фр: PVG -+B$G — соответствующий гомоморфизм групповых 
колец. Для всех, кроме конечного числа, нормирований мы имеем е е 
е Рр G, так что фр(е) —идемпотент в 2?₽G. В силу случая 1 фр(п) 
принадлежит простому подполю поля вычетов В . Применяя IV), получа­
ем Г) ее Q.

С л у ч а п 3. 7” — произвольное поле характеристики 0. Обозпачим че­
рез А алгебру над Q, порожденную элементами rg, g ЕЕ supp (е). Пусть 
аа — как в VI), и Щ: AG-+BaG — соответствующий гомоморфизм группо­
вых колец. Тогда 5а(е) е BaG — идемпотент, и, в силу случая 2, (г,) е О.
Согласно VI), i\ Q.

Теорема полностью доказана.
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