
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 204, № 2

УДК 513.83 МАТЕМАТИКА

Д. В. ЧУДНОВСКИЙ

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
ДИСКРЕТНЫХ ПРОСТРАНСТВ И ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ

(Представлено академиком В. М. Глушковым 1 XI 1971)

В работе продолжаются исследования топологических свойств тихонов­
ских произведений дискретных пространств типа Xm cz Nm и Хт cz II Х$ 
, Cl Cl £<т
и т. п., начатые в работах (*, 5) и (2, 4, 1С). Приводится теоретико-множест­
венная характеристика важного класса М* (см. (4)) в терминах компакт­
ности пнфпнитарного языка. Эта характеристика (М* = SI) уточняет ре­
зультаты (4) о «строгой некомпактности?> кардиналов из М*. Полученные 
результаты позволяют решить проблему С. Мрувки (*) о существовании 
кардинала т < 2“°, гпЕД М и аналогичную проблему из (13).

Рассматриваются также вопросы о пг-компактпости N"1. Дается отрица­
тельный ответ на вопросы П. Эрдеша и А. Хайнала, (ср. (4)). Доказыва­
ется (теорема 4), что с теорией множеств ZF Д- МС совместимо условие 
«А’о'!+ не /^-компактно», где к0 — первый измеримый кардинал.

1. Воспользуемся стандартной терминологией общей топологии и тео­
рии множеств из (!, е, 8). Символы а, |3, у, т, п, к обозначают кардиналы 
(т. е. начальные ординалы); g, с, р, т], р — произвольные ординалы, причем 
всякий ординал отождествляется с множеством всех меньших. Символом 
Хг обозначим дискретное пространство на ординале g. Если X, Y — тополо­
гические пространства, то X cz Y означает, что X гомеоморфно замкнутому 

CI
подмножеству Y. Будем здесь рассматривать топологические условия (ср.
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С,4)) 8Дт): Х.,„ cz Х'п и Se(m): Х,„ cz II X-.. Sl(m) было введено в 
С1 СЩ<т

(*), где обозначалось через т^М. Условие 56(иг), обозначенное в (*) 
через И(т), детально рассматривалось в (4), где 8Дт) обозначалось т е 
cz М*. Обозначения М и Мг будут сохранены в данной работе.

Условия S,(m) и 8Дт) имеют простые эквиваленты, сформулирован­
ные в терминах матриц множеств. По поводу «матричной» формы условия 
6\(т) см. (*, 2). Условие 8Дт) рассмотрим более детально.

Предложение 1. Для любого т условие Se(m) эквивалентно следу­
ющему:

Se(m): существует семейство {А,Д’ : ц < g}, g < тп, подмножеств тп 
такое, что А„,С, * (Е) |"| АЛ2(Е) = ф при g < тп; ць т]2 < g и тр щ; U = п<4
= m для любого g < m и, наконец, для любой функции / : /(g) <
■< g : g < m, существует конечное множество С cz тп, удовлетворяющее 
условию-. П не более чем одноэлементно.

ieC
Замечание 1. Для бесконечных кардиналов тп при замене условия 

«И А,(5)<Е) не более чем одноэлементно» в SMuT) на «П Af(E)(5) конечно» по- 
' tec ‘

лучаем условие 8Д(тп), эквивалентное 5/(«г). Доказательство этого факта 
весьма просто, так как m^ — m. С помощью замечания (*) и техники (2) 
получаем следующий результат.



Теорема 1 (4). Условие тЕ^.М* (т. в. Se(m)) для бесконечных тп 
■эквивалентно условию

S6*(m): для всякой совокупности {5Ц : g е Н} семейств подмножеств пг, 

где U Эй = пг, 3 = т и 91= < пг для § <б пг, существует неглавный ультра­
фильтр 3) на m такой, что для любого g < m существует е Эй с 
At ^3).

3 а м е ч а н и е 2. В теореме 1 ультрафильтр 3 может быть выбран од­
нородным на т, т. е. А 3) влечет А = т. Для этого достаточно к семей­
ству {Ж : g е 3} присоединить семейство : g С т}, где Шй = {т \ 
\ g, {g}}E<'5 при g < иг. Тогда, применяя к полученной совокупности тео­
рему 1, получим требуемый ультрафильтр 3) такой, что пг \ g е 3) при 
g < /и, т. е. 3) однороден.

При обобщенной коптинуум-гипотезс (ОКГ) или даже при более сла­
бых предположениях (например, все слабо недостижимые кардиналы стро­
го недостижимы) А1* = Со. Это вытекает из (3), теорема 4.32. В общем же 
случае, например, если 2“" — «достаточно большой» кардинал, М* 3= Со 
(см. теорему 3). Однако класс М* имеет естественную характеристику в 
терминах строгой некомпактностп кардиналов (см. (9, '“)).

Напомним определение пнфипитарных языков La где а, 0 — беско­
нечные кардиналы. Язык Та, р является расширением обычного языка пер­
вого порядка (8), в которое включены правила, разрешающие конъюнкции 
и дизъюнкции < а формул и допускающие квантификации V или Я по 
< 0 переменным. (Более подробное описание языка La. з см. в (9, 8).) 
В ряде работ (9,13) исследуется возможность обобщеия теоремы компакт­
ности Мальцева с обычного языка (ЬШо, Шо), например, на Lm,ao. В соответ­
ствии с (9) кардинал пг называется строго некомпактным (ттге5/), если 
язык не (тт2, т) -компактен, т. е. если существует множество 2 акси­
ом (т. е. формул без свободных переменных) языка Lm, m„ 2 = т, не имею­
щее модели, хотя каждое 2' £= 2, 2' <6. пг имеет модель. Класс SI связан с 
Со, так как Со состоит (см. (г), стр. 227, и (я), стр. 262) из достижимых и 
строго некомпактных кардиналов: Со = 5/IMC.

Класс М‘ имеет естественную характеристику в терминах SI: М = SI 
(теорема 2). Это дополняет следующий результат С. Мрувки (4):

Предложение 2. М* SI.
Доказательство предложения 2 очевидно: для этого достаточно записать 

на языке Шо условия предложения 1. К полученной аксиоме языка 
С)Н,пеобоходимо добавить следующую систему аксиом: с0 > f и 
Ух(х < g -> Vr^x = rj) для любого g < пг, где с» — новая внелогическая 
константа.

Доказательство SI £= М* несколько более сложно. Заметим, что для лю­
бой аксиомы ц> языка Lm, ш„, сигнатура (т. е. множество внелогических 
символов) которой — р, существует новая сигнатура р' Э р, р/ < т, и 
семейство множество формул языка первого порядка сигнатуры р' с од­
ной свободной переменной такие, что < т и

(Оф) для всякой модели §1 сигнатуры р §1 |= ф тогда и только тогда, 
когда существует такая интерпретация символов из р,' \ р на 91, что в по­
лученной модели 9Г отбрасывается Q9(p0), т. е. 91 Ё Vx (&А(ж)) при 
А е Q„.

Доказательство этого можно найти в (9), § 5. Используемые простые 
сведения по теории моделей (теорема Лося, элементарные, подсистемы и 
т. п.) можно найти в (8, 9).

Т е о р е м а 2. М* = SI.
Для (т, т)-компактность исследуется так. Пусть се­

мейства множеств формул сингпатуры р0 такие, что 9G отбрасывает 
при g < g. В силу (Оф) достаточно показать, что существует модель 91, от­
брасывающая йДпо) : g < пг.
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Построим 31 методом сколемовского произведения моделей ЯЕ : g < т 
по некоторому ультрафильтру на т (ср. (8), стр. 108). Пусть Я5 =
= <ЛЕ;.. .> : g < т, А = il At — произведение основных множеств Я5.

Выберем семейство F Е А, удовлетворяющее условию: F т и
I) Если Ф(Ро, ...,v„) — формула сигнатуры р0 со свободными пере­

менными v0,..., vn и ft,..., f„ — функции в F, тогда существует функцияменявши ио, . . . , w /1, . . . , jn — ipyruvujiri в / , тилда иущеит-оуvr ц)ушшим 
g^F такая, что ЯЕ 1= (Э>о)Ф(у<>, А(£), ■.. ,/«(£)) ->O(g(£) ,А(&),. • •, 
• ■ • /Д£)) для S < т.

Пусть 31«5 = 11 %if3)— ультрапроизведение Яг по ультрафильтру 33. 
£ < т

F — множество, удовлетворяющее (I) и Я = Я^ |Е— модель, основное 
множество которой — совокупность F / 3).

Используя обычную теорему Лося для ультрапроизведения (** 2 *), по­
лучаем

92</, с, р) < /п при </, g, р> е Е. Ввиду S6*(m) существует ультрафильтр 33 
такой, что для любого /sA и с, р < т существует В е Э2</, £, р> с В е 
е 33 и по замечанию 2 33 может быть выбран однородным на т-, значит, 
при </, ). р)£г существует <р е ДЕ(₽> с В<Л 5, f> (<р) е 33. Поэтому Я от­
брасывает Q; : § < т.

Теорема 2 может быть применена для более точной характеристики 
класса М (ср. (2)). Результат, аналогичной теореме 2, имеет место и для 
языка Вт t щ.

2. Остановимся на проблеме (‘): будет ли [со0, 2°°] S М? Всегда 2“° е 
е М и вообще, когда 2“° не слишком велик (т. е. первый слабо недостижи­
мый кардинал), [®0,2И°] S М. Однако в общем случае (как увидим ниже) 
может существовать кардинал т < 2“°, т М* (и подавно, т е М сд 
сг Л/*). Этот результат связан с так называемыми ПР-неразличимыми кар­
диналами. Под ПД-формулой понимаем формулу вида VX ¥Х„ф(Х1, ...
. .., Х„), где VX — универсальные кванторы по предикатным переменным, 
ф(Х,)—формула языка первого порядка и Xi,... ,Хп в ф-предикатные 
символы. Кардинал к П^-неразличим в смысле (7, “), если для любых 
предикатов 7?ь . .., Rn на к и ПР-аксиомы ф(<, Ri, ■ ■ ■, Rn) из (к; X, 
Ri, . . ., R„y ф вытекает, что для некоторого 7. < к (к; Ri f 7.,... 
.... Rn 17.> Ё Ф-

Известен (см. (9), стр. 261) классический результат, что для строго не­
достижимых кардиналов т > и0 П^-неразличимость эквивалентна ком­
пактности (т. е. т(£ Со). Однако К. Кунен (7) показал, что может сущест­
вовать П1'-неразличимый кардинал <2Ш°.

Теорема 3. Из непротиворечивости ZF + «существует компактный 
(е£ Со) кардинал 3> со0» вытекает совместимость «существует m < 2а°, 
mC3M*»,cZF.

Теорема 3, в силу результатов (“), показывает, что теорема 3 из (10) 
может быть значительно обобщена на классы М°°- (АС) \ АС и 
М“ -(4С) \ДС.

К свойству Si(m) тесно примыкает «Nm не m-компактно». Вопрос о 
совпадении этих свойств был поставлен в (4). С помощью результата (12)

(Л) если Ф(гь .. ., к„) —формула языка первого порядка сигнатуры 
Ро и «1 = fi / 33,. .. , a,. —fnf 33 -— элементы 91, то Я Ф (аь ..., а„) --- 

{g < т : ЯЕ Ф (fi, (g) g))} е
Пусть = {ДЕ(р): р < чг}. Полагаем Е = F X т X т и <f,^,p)eS.

= |= ср (f (£)) для всякого ф GE Д; . Определяем^ 92 <( </, £, р> =■
= {5 *</Х,р>(ф)> др). Поскольку ДГ <т при £<w, то и 
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докажем, что эти свойства, вообще говоря, не совпадают. Имеет место 
(МС «существует измеримый (3) кардинал»).

Теорема 4. Если теория множеств ZF -)- МС совместима, то теория 
?с+

множеств ZF МС «2V °не кй+-компактноъ, где кй-первый измеримый 
кардинал, совместима.

Теорема 4 доказывается с помощью того (ср. (3)), что из Л0+-компакт- 
ности Nh°+ при 2к° = к0+ вытекает, что всякий А0-полный фильтр над к0 рас­
ширяется до /co-полного ультрафильтра. Отметим, что уже в модели £['?/], 
построенной в (12), N к° не /с0+-компактно.
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