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(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 14 X 1971)

В настоящей заметке устанавливается существование разложения голо­
морфной нётеровой оператор-функции на множители, отвечающего разло­
жению характеристического множества на неприводимые ветви.

1. Пусть Е — банахово пространство и X — комплексное аналитическое 
пространство. Обозначим через С!: пучок ростков голоморфных функций со 
значениями в Е.

Пусть Е и F — банаховы пространства и А — оператор из L(E, F). При­
держиваясь терминологии (4), говорим, что А нётеров, если dim Ker А < 
< оо и codim ImA < оо. Термин «Фредгольмов» употребляется для опе­
раторов А таких, что indA = dim Кет А — codim Im А = 0.

Голоморфная оператор-функция A: X—>~L(E. F) называется нётеровой 
(фредгольмовой), если для каждого ж е X А (х) —нётеров (Фредголь­
мов) оператор. Голоморфные оператор-функции часто будем рассматри­
вать как гомоморфизмы пучков А: СЕ 0F, не делая различия в обозна­
чениях. Ядро (образ) такого гомоморфизма мы обозначаем kerA (imA).

В изучении голоморфных нётеровых оператор-функций важную роль 
играют следующие «характеристические» множества: 5Ь(А) = {,re.Y| 
dim Ker А (х) к} и CSk(A) = {х е X | codim Im А (х) 7^-к}. Как пока­
зано в (2,3), Sk(А) и, следовательно, CSk(A) являются аналитическими под­
пространствами в X. Будем писать также 5(A) (CS(A)) вместо 5ЦА) 
+5, (А)).

Если S' — подпучок аналитического пучка И~, то мы обозначаем rF(S’) 
или г (S’) пучок радикалов (7-модуля S’ в SF. 'S называется примарным, 
если стебель S'T в каждой точке х X является примарным подмодулем 
стебля КХ .Если X — когерентный пучок идеалов, то через А(Х) обозна­
чается его множество нулей.

2. Пусть SF — подпучок в 0>Е. Мы будем рассматривать подпучки, удов­
летворяющие в окрестности некоторого компакта К cz X условию (Фк) : 
в окрестности К существует такой голоморфный проектор Р, что 

dim KerP < оо, imPciT и фактор-пучок / im Р = SFP когерентен (в 
окрестности К).

Легко видеть, что если Р— проектор из условия (Фк), то фактор-пучок 
def

СЕ / imP = 0РЕ является локально свободным пучком конечного типа в 
окрестности К. Очевидно, что пучок 2ГР, определенный в окрестности К, 
является подпучком пучка С Е.

Имеет место следующая простая
Лемма 1. г<+ (+~) = Т„к (ЗРр).

Отсюда и из результатов (8) о примерном разложении когерентных 
подпучков вытекает

Теорема 1. Каждый подпучок пучка О1'. удовлетворяющий в ок­
рестности компакта К условию (Фк), допускает в этой окрестности несо­
кратимое примерное разложение

m
+ = П F(i),

г=1
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причем
т 

г(Я = n r(,F(i))- 
i=l

Для доказательства наших основных результатов необходима следую­
щая

Лемма 2. Подпучок ГТ пучка СП' удовлетворяет в окрестности К усло­
вию (Фк) тогда и только тогда, когда существуют банахово пространство Е 
и голоморфная нётерова оператор-функция А со значениями в L(E, F), 
определенная в окрестности К, такие, что SF = im А в окрестности К.

Следующий результат в конечномерном случае (но крайней мере для 
полиномиальных матриц) известен (см. (5)).

Т е о р е м а 2. Для нётеровой оператор-функции А

CS(A) = N(t (im А)).

Эта теорема, по существу, локальна и доказательство сводится к конеч­
номерному случаю. В доказательстве существенно используются результа­
ты локальной части работы (7).

Теорема 3. Пусть X — пространство Штейна, К — голоморфно вы­
пуклый компакт в X и А — голоморфная нётерова оператор-функция на X 
со значениями в L(E, F). Пусть в окрестности К множество CS(A) разла­
гается на неприводимые ветви Vt, ... , Vk.

Тогда существуют банаховы пространства Ео = F, Е{,..., Ек, не зави­
сящее от точки х <= X вложение Т е L(E, ЕД и определенные в окрестно­
сти К голоморфные нётеровы оператор-функции Aj со значениями в 
L(Et, Ei-Д такие, что

1) codim Im У < оо;
2) CS (Л,) = V,, i = 1, . . . , к в окрестности К,
3) Л = Л p42 .. . АДГ в окрестности К.
Схема доказательства. Пусть 3~ — im Л. В силу леммы 2 и 

теоремы 1 справедливо прпмарное разложение -Т~=П причем г(Зг~) = 
— Пг(^~(' )• Для простоты можно считать, что г (^<J)) =/” v-, —пучок
идеалов подпространства V,. В силу леммы 2 найдется нётерова оператор- 
функция Hi со значениями из L(El, F) такая, что im А, — -F"'. Исполь­
зуя теорему 2 и тот факт (‘), что когерентный пучок, заданный на прост­
ранстве Штейна, па каждом голоморфно выпуклом компакте порождается 
конечным числом своих глобальных сечений, можно показать, что найдут­
ся голоморфная нётерова оператор-функция А' со значениями в L(E', ЕД 
и постоянное вложение Т' е ГДЕ, ЕД, codim Im Т' <„ оо, такие, что А = 

It
AiA'T' в окрестности К и С5(Л/) = (J V,. Теперь доказательство закан- 

чив'ается по индукции.
Замечание 1. Фактически оказывается, что пространства Е_, в тео­

реме 3 имеют вид
= /'е(Д / = 1,..., к-1, Ек = Р®СД.

к
Замечание 2. Можно показать, что, если r(imH) = f| Дj — несок- 

j=i
ратимое примарное разложение, то А можно разложить в произведение 
Л =- ЛШз... АДГ, где t (im АД = Я.

Используя соображения двойственности, из теоремы 3 и замечания 1 
получаем следующий результат.

Теорема 3*. Пусть X—пространство Штейна, К — голоморфно вы­
пуклый компакт из Хи А — голоморфная нётерова оператор-функция на 
X со значениями в L(E, F). Пусть S(Л) разлагается в окрестности К на 
неприводимые ветви W\,. . ., Wk.

Тогда существуют банаховы пространства Е0=Е, Е,,...,Ек, постоян­
ное сюръективное отображение R^L(Ek, Е) и голоморфные нётеровы 
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оператор-функции Л-, со значениями в L{E^i, Е}), заданные в окрестности 
К, такие, что

1) dim Ker R < оо;
2) Л (. I ) — 14''. j = 1,... ,k, в окрестности К;
3) А = ВАьАь-,... Л, е окрестности К.
Как показывает приводимый далее пример, избавиться от «лишних» 

множителей Т и R в теоремах 3 и 3*, вообще говоря, нельзя. Имеется сле­
дующий частный результат.

Теорема 4. Пусть X—некоторое аналитическое множество в окре­
стности нуля пространства С” и А — голоморфная фредголъмова (ind А = 
= 0) оператор-функция на X со значениями в L(E, F). Предположим, что 

К
йппКегЛ 1 и 5(d)= U Wj— неприводимое разложение аналитиче- 
ского множества S(А).

Тогда в окрестности нуля справедливо представление

А = А1А2... Аь,

где Л, — фредголъмовы оператор-функции и S (Л,) = Wj.
3. Основой построения указанного выше примера является простая 

лемма, которая выводится из единственности несократимого ирнмарного 
представления подмодуля, имеющего только изолированные ассоцииро­
ванные простые идеалы (6). Через (70 обозначено кольцо ростков голо­
морфных функций в нуле пространства С”.

JI е м м а 3. Пусть А: Оор — 0 „-гомоморфизм и im А = М. Пред­
положим, что М имеет в точности два изолированных ассоциированных 
простых идеала J,, J2 и XR, М2 — соответствующие элементы примарного 
разложения М. Если A =AtA2, где Л(: 0ОТ -ж0„р и А2: 0 „q -ж 0 /, при­
чем г (im Ai) = и (im Л2) = J2, то im Ал =

Пусть теперь Л (z) : „е С3, задается матрицей (z22, z2 — ZiZ3).
Тогда CS(A) = {zi = z2 = 0}U{z2 = z3 = 0} = Vi(JV2. Примарное разло­
жение M = im Л состоит из идеалов Mi = (z/, z22, z2 — ztz3) и M2 = (z,2, 
Ж, z2 — ZjZ3) (примарность и М2 доказана в (5), стр. 202—204), кото­
рые, очевидно, являются изолированными компонентами. Простые вычис­
ления показывают, что идеалы М-, и М2 имеют не менее трех образующих. 
Если теперь Л = ALA->, где Л4(г): Сгж<-С. Л2(г) : С2 —> Сг, С5(Л1)=У1 
и С5(Л2) = V2, то, в силу леммы 3, ini . 1: ■ !/,. Следовательно, г 3, что
противоречит равенству CS (Л2)= V2.

В заключение автор выражает благодарность С. Г. Крейну за постоян­
ное внимание и многочисленные полезные замечания.
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