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1. В работах по математической лингвистике принято оценивать слож­
ность языка L по сложности его распознавания на машине Тьюринга М. 
По числу ячеек ленты, используемых машиной М, оценивается так назы­
ваемая емкостная сложность языка L, а по числу элементарных шагов, 
совершаемых машиной М, оценивается так называемая временная слож­
ность языка L. И емкостная, и временная сложности языка L являются по 
этой оценке функциями натурального аргумента — длины входа. Точные 
формулировки соответствующих определений и относящиеся к ним резуль­
таты можно найти в (2) и (3).

Сложность языка L можно оценивать также по сложности описываю­
щей его грамматики G, например, по числу нетерминальных (вспомога­
тельных) символов и числу правил этой грамматики. Ниже приводятся три 
результата о сложности контекстно-свободных языков, оцениваемой именно 
таким образом.

2. При дальнейшем изложении предполагаются известными понятия 
контекстно-свободной грамматики и контекстно-свободного языка, необ­
ходимые сведения о которых можно найти в (4). Предполагаются извест­
ными также понятия алгорифма (нормального алгорифма) и массовой 
(нормальной массовой) проблемы, подробно разъясняемые в (5). Термин 
«натуральное число» употребляется для обозначенпя целых положитель­
ных чисел.

3. Введем обозначенпя n(G) и r(G) соответственно для числа нетер­
минальных символов и чпсла правил контекстно-свободной (поскольку 
другпе не рассматриваются) грамматики G.

Теорема 1. Для любой пары натуральных чисел k, I таких, что 
I 2к— 1. существует контекстно-свободный язык Lk,i в алфавите {а, Ь} 
такой, что

1) существует контекстно-свободная грамматика G языка Lk,i такая, 
что n(G) = k, r(G) = I;

2) какова бы ни была контекстно-свободная грамматика G языка Lk, i, 
n(G) k, т(G) Дэ Z.

Опишем построение языка Lh: i. Предварительно введем некоторые опре­
деления и обозначения. Определим последовательность натуральных чи­
сел zzii, тп2, . . . следующим образом (Z— натуральное число): иг1 = 1, 
mi+l = (т;)’ + 1- Для любого натурального числа i положим М,■ = 
— {ат( ... ,ami}. Мо будем использовать для обозначения пустого множе­
ства. На словах алфавита (а, Ь} определим функцию s следующим обра­
зом (х — слово в {а, Ь}):

s(a) =s(b) =1, s(xaa) = s(xa), s(xbb) = s(xb), 
s(xab) = s(xa) -j-1, s(xba) = s(xb) -|- 1.

Наконец, условимся посредством x обозначать обращение слова х. Пусть 
теперь k, I-— натуральные числа такие, что 1^2к — 1. Положим т = 
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— I — 2k + 1 и отметим, что т Д-- 0. Если к — 1, то полагаем Lr„ i Mi. 
Если к > 1 и к четно, то полагаем Lk, i = (у | у е Мт или существует начи­
нающееся с символа а слово х в {а, Ь} такое, что s (z) = к — 1 и у = bxbxb). 
Если к > 1 и к нечетно, то полагаем Lk, г = (у | у е Мт или существует на­
чинающееся с символа а слово х в {а, Ь} такое, что s(x) =к—1 и 
у = axbxa).

Отметим, что ограничение I 2к — 1, налагаемое при формулировке 
теоремы 1 на к и I, не может быть ни снято, ни ослаблено. Так, если заме­
нить в формулировке теоремы 1 неравенство I 2к — 1 на неравенство 
I 2к — 2, то полученное утверждение будет неверным.

В качестве следствия из теоремы 1 отметим также, что при к = 1 мно­
жество Lk, i оказывается довольно простым — состоящим из I слов одно­
буквенного алфавита.

Теорема 1 есть своеобразное объединение двух результатов Грушки (*), 
которые можно сформулировать следующим образом:

Для любого натурального числа к существует контекстно-свободный 
язык в {а, Ъ], описываемый контекстно-свободной грамматикой с к нетер­
минальными символами (к правилами) и не описываемый никакой кон­
текстно-свободной грамматикой с меньшим числом нетерминальных сим­
волов (правил).

Теорема 2. Невозможен алгорифм, выясняющий для любого кон­
текстно-свободного языка в алфавите {а, Ъ} возможность его описания кон­
текстно-свободной грамматикой G такой, что n(G) = 1, r(G) = 3.

Формулировку теоремы 2 можно сделать более точной, если договорить­
ся о стандартном способе кодирования контекстно-свободных грамматик, 
терминальный алфавит которых есть {а, 6}, словами некоторого фиксиро­
ванного алфавита, например, некоторого фиксированного расширения И 
алфавита {а, &}. Если полагать такой способ заданным, то теорему 2 мож­
но формулировать следующим образом.

Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом И, применимый 
к любому слову в этом алфавите, являющемуся кодом некоторой контекст­
но-свободной грамматики G, и перерабатывающий это слово в пустое в том 
и только в том случае, если существует эквивалентная G контекстно-сво­
бодная грамматика G' такая, что n(G') = 1, r(G') = 3.

Теорема 3. Для любого натурального числа к существуют однознач­
ный линейный контекстно-свободный язык Lh в алфавите {а, &} и описы­
вающая его линейная контекстно-свободная грамматика Gk такие, что, ка­
кова бы ни была однозначная контекстно-свободная грамматика G язы­
ка Lk,

n(G) n(Gk) -I- k, k(G) r(Gk) И- k.
Упоминаемый в теореме 3 язык Lh есть множество всех слов <2 в алфа­

вите {а, Ь}, для которых существуют натуральные числа mit nt, i = 1,.. ., к, 
удовлетворяющие условиям

ат'Ьтштз... ЬгпкаЬ”'а,'1ЬПз.. . апь, если к четно, 
Q =

ат'Ьт2атз.. . атьЪап'Ьп"аПз... апь, если к нечетно,
1 < -li- ■ - < 2, г = 1,...,Л.

nk+l-i
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