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0. Пусть = {Рв, ()е Й) — семейство вероятностных мер на выбо­
рочном (измеримом) пространстве (А, В). По наблюдению х X, имеюще­
му распределение из этого семейства, требуется высказать суждение об 
истинном значении ненаблюдаемого параметра 0. Пусть 0 (х) — оценка па­
раметра 9 в зависимости от наблюдения х. Будем рассматривать рандоми­
зированные оценки 0(ж). Такая оценка задается распределением Ь(х) на 
пространстве параметров.

Если выбрать в качестве пространства D возможных решений множест­
во всех вероятностных мер на параметрическом (измеримом) пространстве 
(12, F), то всякое решающее правило 6 (ж): X->D определяет некоторую 
рандомизированную оценку 0 (х).

Пусть L(cZ|0) —функция потерь при принятии решения d^D, если 
истинное значение параметра есть 0. R(&| 0) = FeL(6(z)|0) —функция 
риска при использовании решающего правила б = б (х); здесь Е — символ 
математического ожидания.

1. Сделаем следующие предположения.
П1. X и 12 — локально-компактные топологические пространства.
П2. В и F есть о-алгебры борелевских множеств в X и 12 соответст­

венно.
ПЗ. Локально-компактная группа G действует непрерывно как в X, так 

и в й, и транзитивно в Й.
П4. Семейство 5s регулярных вероятностных мер Рв, 9 е Q, однородно,, 

т. е. Рев (gE) = Рв (F) для всех 0 Q, g <= G, Е <= В.
П5. Выбирая произвольный элемент 0 е 12, получим, что стабилизатор 

U = Uе = {и е G: uQ = 0}

точки 0 относительно G является замкнутой подгруппой группы G. Пред­
полагается, что подгруппа U компактна. (Так как стабилизаторы С70, соот­
ветствующие разным ОеЙ, изоморфны, то достаточно предполагать ком­
пактность Uo для одного 0.)

П6. Выбирая произвольный элемент х е X, получим, что стабилизатор 

Н = Нх = {h G: hx = х}

точки х относительно G является замкнутой подгруппой группы G. Пред­
полагается, что подгруппа Н компактна. (Так как стабилизаторы Н,, соот­
ветствующие разным х из одной и той же орбиты Gx -- (gx: geG}. изо­
морфны, то достаточно предполагать компактность Нх для одного элемента 
из каждой орбиты.)

2. Сделаем теперь предположения относительно функции потерь. Пусть- 
а и Р есть вероятностные меры на (12, F), т. е. элементы из D. Положим 
Т(Р|а) = J F(₽|0)cZa(0).
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117. Z(p|a) £(a|a) для всех а и (3eZZ Такие функции потерь будем 
называть несмещенными, а если знак равенства выполняется лишь 
при а = Р, то строго несмещенными.

Определим теперь действие группы G на множество D возможных ре­
шений. Для о ед D и g е G определим ga е D, положив (ga) (Е) = 
= а(^~*Е) для всех Е или символически ga = ag~l, или g~'a = ag.

П8. L(ga|g0) =T(a|0) для всех ». ей. ней, g^G. Такие функ­
ции потерь будем называть инвариантными (относительно груп­
пы G).

Наконец, обозначим через А множество всех решающих правил б = 
= д(х), т. е. измеримых отображений X в D (топология в D определяет­
ся естественным образом, исходя из топологии в G и действия G в D). Через 
Ло обозначим множество всех инвариантных решающих правил. При этом 
решающее правило б = б(ж) называется инвариантным (относи­
тельно преобразований из G), если 6(gx) = g6(a?) для всех rE.YngEG.

3. При сделанных выше предположениях верна
Теорема 1. Существует б* е Ао такое, что

7?(б|0) 7?(б*|0) для всех Ней и б е А»;

при этом б* не зависит от функции потерь L и в качестве б* (ж) можно 
выбрать фидуииальное распределение, см (4~7). Если функция потерь 
строго несмещенная, то такое б* единственно.

Доказательство. Будем пользоваться обозначениями, используе­
мыми в (4_7). Рассмотрим сначала случай, когда группа G действует в X 
транзитивно. Воспользуемся равенствами

dPe (х) = ^О^'т) A(0)<7v(t) = q(Q~'x)dv (д~'х); 
dP*x (6) = q* (т"1 0) dv (г"1 0) = q (0'1 х) dv (О1 г);

L (б (т) | 0) = L (g916 (с) | 0О) = L (б (g-Ч) | 0О) Т5 (0-1 т)

для б е Ао. Последнее равенство служит определением Lt,(Q~'x). Это оп­
ределение корректно, так как для всякого uet/e,

Z (5 (ug-\c) | 0О) = L (ид (ge-i.r) | u0o) ±= L (6 (g-i.z) | 0O).

Пз приведенных равенств следует, что
R (б | 0) = f L(6(.r)|9)dP0(' ) = [ £(б(ж)|0)ЙР‘(0),

X £2
откуда, в частности, следует, что 7?(б|0) при 6еЛ0 не зависит от 0. Та­
ким образом, обозначая д*(х) = Р/, имеем

7?(б|0) =£(б(ж) |б*(ж)) >£(б*(т) |б*(х)) = 77(б*|0),

что и требовалось доказать. Если же теперь группа G действует в X не 
транзитивно, то беря фидуциальное распределение на каждой орбите то­
чек из X по G (что и является определением фидуциального распреде­
ления в общем случае) и учитывая, что статистика G(x) --- Gx (прини­
мающая значения во множестве орбит) имеет распределение, не завися­
щее от параметра 0, получаем утверждение теоремы и в этом случае.

4. Теперь рассмотрим инвариантные решающие правила в задачах по­
следовательного анализа. Производятся наблюдения над случайными ве­
личинами Xi, хг,..., принимающими значения в выборочных пространст­
вах Xi, Хг,... Для каждого целого п 1 случайная величина Xм = 
= («1,. . . ,ж„) со значениями в X(n’=Al X ... X Хп имеет распределение 
из семейства ^<и> = {Р[>1\ ней1} с одним и тем же значением параметра 
0 е Q. Если мы произвели п испытаний и вынесли относительно парамет­
ра 0 решение «ЕЙ. то мы несем потери, равные Л„(а|0), когда истинное
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значение параметра равно 0. Последовательный критерий S есть правило, 
позволяющее определить момент остановки испытаний по результатам ис­
пытаний и после остановки определить решение из D. Всякий критерий S 
может быть задан последовательностью функций {(ф,„ 6,,)}. где функции 
Ф„ и 6„ определены на Х'п) со значениями в [0, 1] и D соответственно и 
имеют следующий смысл. Если мы произвели п испытаний с результатом 
(ад,....... т„) = то с вероятностью <рп(ж(п)) прекращаем испытания и
выбираем решение с вероятностью же 1—(рп(хм) произво­
дим следующее испытание. Мы будем писать S = {(ф„, 6„)}. Для после­
довательного критерия 5 функция риска равна

R(S\Q) = EeL„(6n(^)|0),

где п — случайная величина, равная моменту остановки испытаний.
5. Пусть для каждого целого п 1 выполнены предположения 

П1 — П8, если X, В, Р, L заменить соответственно на Х(п), Вм, 
Р{п\ Ln. Критерий S — {(ср„, б„)} назовем инвариантным относитель­
но группы преобразований из G, если <p„(ga:) = ф„(а:) и &„(gx) = g6„(x) 
для всех х^Х,п>. Множество инвариантных последовательных критериев 
будем обозначать по-прежнему через До.

6. В этих предположениях справедлива
Теорема 2. Существует S* = {(<₽„*, 6/)} такой, что

Р(5| 0) R(S* 10) для всех 0 е О, S е До;

.при этом б„*, п 1, не зависит от всех функций потерь L„, п 1, и в ка­
честве (z(n>) можно выбрать фидуциальное распределение. Если функ­
ция потерь Ln строго несмещенная, то такое 6п* единственно.

Доказательство следует из представления

Л(5|0)= 2 J 11-ФД.Н1’)]...

.. . [ 1 — фп_! фп (x<n>) Ln (dn (.rW) I 0 dP^ (x<n>)

с помощью приема перехода к фидуциальному распределению, исполь­
зуемого при доказательстве теоремы 1. Следует лишь учесть, что подын­
тегральная функция без учета множителя Ln инвариантна относительно 
преобразований из G, а поэтому есть функция от максимального инвариан­
та и, в частности, инварианта G (х) = Gx, а распределение максимального 
инварианта не зависит от 0 е О.

7. Теорема 2 определяет решение относительно истинного значения па­
раметра 0 в момент остановки. Именно, в момент остановки в качестве 
рандомизированной оценки следует взять оценку, определяемую фиду- 
циальпым распределением. Но эта теорема не говорит, как определить 
момент остановки. Следующая теорема 3 восполняет этот пробел для од­
ного частного случая семейств SP. Для этого введем еще одно предполо­
жение.

110. Пусть 1 = 1(х} есть достаточная статистика для Й5'"’ и семейство 
.Р‘“; распределений статистики t„ = tn(xM), соответствующих разным 0 е

У. ограниченно полно. Это означает, что для всякой измеримой ограни­
ченной функции ф = ф (£) условие

EPty(t„) = 0 для всех

влечет ф(£„) =0 Й’-почтп всюду (последнее означает, что ф(£) 0
лишь на множестве N с Р(А’) = 0 для всех Р ей3). Относительно этих 
понятий см. (1_3).

Теорема 3. Если выполнены предположения П1 — П9, то оптималь­
ный последовательный критерий Рей состоит в выполнении фиксиро­
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ванного числа N испытаний. Число N определяется из следующих соотно­
шений'.

/?„=-• £е£п(6п(ж(п))|0), «>1; min {/?„}.
П>1

Здесь предполагается, что минимум достигается. Отметим, что Rn, п^ 1, 
не зависит от 0.

Доказательство. Пусть 5={(ф„, 6П*)} е Ао, тогда 
W|Q)= ЕяА,

П>1

где рп есть вероятность того, что момент остановки испытаний есть п 
(предполагается, что хоть одно испытание производится). Это равенство 
следует из того, что ф„ зависит от ж(п) лишь через максимальный инва­
риант, который независим, в силу предположения Г19, от достаточной ста­
тистики tn(x<n)). Кроме того, фидуциальное распределение 6„* (х(п)), зави­
сит от хм лишь через достаточную статистику tn = tn{x{n}). Остается 
найти минимум указанной суммы по р2,... с ограничениями рп О, 
2 а. = 1.
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