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Пусть Еп— п-мсрное эвклидово пространство точек х = (ж1; ..., ж„), 
Еп~1 = {х: хп = 0}, Ehn = {х: 0 < хп < b -|-оо} («полоса»), Еп = Е+<Л 
(полупространство), x{n~i} = (z15 .. . , хп_1). Будем также писать х — 
= (я:(л_1), хп).

Если В — полупормпрованное пространство, то через | х, В | будем обо
значать полунорму элемента х в пространстве В.

Пусть G — открытое множество, G с Еп, ср = ср (х) — неотрицательная 
измеримая на G функция, 1<р < + оо. Для каждого неотрицательного 

г.
целого ц обозначим через Lp] v = Lp\f (G) линейное полунормированное 
пространство функций /, имеющих в G обобщенные производные порядка 

С I <эг7 |рг. по переменной причем \ ® —-- dG 4- оо. Полунорма в этом прост-

ранстве определяется по формуле
т •

|/, Лр\| = |ср-^4, Lp(G)\, i = 1,2,.. . ,n.
I дх.г Iг

Функция ср (х) называется весовой функцией. Положим

I /> | — \f, Lp, ф. | + | /, Ер\. |.
Через Д£г (h)f(x) обозначается k-я разность функции / с шагом h по 

переменной xt (А = 1, 2,.. . , i = 1, 2, .. ., тг).
Теорема 1. Пусть ц 1, rn 1,

ъ ь
q-v (t) dt < , J (t’n9 (9 dt <4 + f G') EE Lp\A!f,n (.£"),

о « о 
i фиксировано, i — 1, 2,.... n — 1, 1 / p + 1 / q = 1, 0 s < rn, k )x rt, 
k и s целые, и пусть

G„ (t) = cp;Q (t) dt~y , v = i, n.

0
Тогда для любого t <= (0, b) справедливо неравенство

Al (Л) Э5/(^/0)- , Ер (Е^1) I < с | /, Lp\ G | [| h \ГЧ-^ (*) + trn~*Gn (f)J,
г дхп I

(1)
где постоянная с Е> 0 не зависит от функции f.

Следствие. При s = 0
| Akx. (h) /, Lp (Л"'1) К с | f, Lp^n | Ц h (t) + tnGn (Cl-

Доказательство теоремы 1 основано на следующей лемме.
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Лемма 1. Пусть функция двух переменных ffx, у) имеет в полосе 
Еь2 = {(х, у): 0 < у < Ь} обобщенные частные производные д'Ч/дхг' и 
дт'ф / ду\ Ti 1, г2 1. Пусть для почти всех х производная дЧ / дут* 
.суммируема на отрезке [0, &] и пусть 0 s < Гг, s и к целые.

Тогда для любого t е (0, 6) выполняется неравенство 
dsf (ж, 0) ^ci| С 1 дгЦ (ж + г> sign h, у)

о дхГг
dv +

дЧ (ж + fh, и) du.

Параметрическое неравенство (1) содержит описание следов функций 
многих переменных на (п — 1)-мерных гиперплоскостях в терминах инте
грального условия Гёльдера (теоремы этого типа см. в (\ 2)) и критерий 
о выходе функции на полином, в частности на константу (см. (3)). Первая 
теорема о выходе функции на полином (отличная от полученной в настоя
щей работе) была получена ранее (4).

Теорема 2. Если в предположениях теоремы 1
lim t sGi ft) = 0 (2)

и функция d3f(x(n~l), 0) / дхп3 локально суммируема, то она по переменной 
Xi является многочленом степени не выше чем ъ — 1.

Следствие 1. Если для всех 1 = 1, 2, ..., п— 1 выполняется усло
вие (2) и функция dsffx'n~i>, 0) / дхп3 локально суммируема, то она являет
ся многочленом.

Следствие 2. Пусть /fx)^L г "„ (2?"); тогда, если а. <—1/р,
р,

а„ < 1 — 1 / р, то функция /(х(п_1), 0) является по переменной х, много
членом степени не выше, чем г4 — 1.

Теорема 3. Пусть в предположениях теоремы 1 функция Gift) моно
тонно убывает. Обозначим через tfh) функцию, определенную и обратную 
функции

h = t^G^G'^1 ft) (3)
для достаточно малых h.

Тогда
I < fh) f fx^\ 0), LP (Я"’1) | < с | f, Lr̂ n | Gi ft fh)) | h p, 

где постоянная с > 0 не зависит от функции /.
Заметим, что функция (3) всегда строго монотонна, когда <р;(1) = 

= <p„(i), в этом случае tfh)= hTT, а также, когда веса суть степенные 
функции, ^ift) = tai, <pnft) = tan; здесь tfh)= hri'{rn+ai~an\ rn + a( + «„=0.

С л e д с т в и e. Если tyift) =<p„(i) = <p(l) и

g^==t [S (p“'J du\rl<1’

mo | Д*. fh) f fx^, 0), Lp (En~1) |C c | f, Lp1^ | G ftnl r*)\h \\
Пусть теперь

(4) 
Lo

Функции co ft) возникают, например, в известном обобщенном неравенстве 
Харди

0 0 о
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Пусть i фиксировано, i = 1, 2, — 1, и функции соДО, co„(Z) опре
деляются по формуле (4) через функции <р.(0 и <pn(i). Если функция

Ф (t) = <о{ (t) ссг1 (() t\ 0<t<b, (5)

строго монотонна, то через t = t(h), 0 < h <~. В, будем обозначать функ
цию, обратную функции h — Ф1 (/). 0 < t < b. Положим

(6)

■п и
Теорема 4. Пусть г, 1, г,г 1, J* <рг’(/)сй < + оо, J (pn~q(t)dt <

о о
-< -}-оо для всех ц е (О, Ь) и пусть функция (5) строго монотонна и диф
ференцируема.

Тогда, если f ”.ф (2?&), то для любого к г,- выполняется нера
венство

g РГ (h) dh (h) dSf^':°} f dEn~'p < с I f, (i?) I,

6 n

$ —: () 1 Г ---- jo ■ и , x n x,

где постоянная с > 0 не зависит от функции f, а функция рД/г) опреде
ляется формулой (6).

В случае, когда весовые функции степенные: cp,(i) = i“c, 
а, <1 — 1 / p, an < 1 — 1 / p, имеем Ф(/) Ж (при t -^-0), 1(h) =
= h\ где X = 1 / (r„ 4~ a; — a„), |3S (h) = h-l~'ip; здесь р1 = гДгп —a„ — 
— s — 1 / p) j (r„ 4- ai — a„). Этот результат был получен ранее в (5).

При определенных условиях на весовые функции npf(i) между теорема
ми 1 и 4 устанавливается связь. Пусть функция ср (i) неотрицательна, не 
убывает и для нее существует такая постоянная е > 0, что

ф(0^21/’(1+е)-1ф(‘/4) (7)
для всех I е (О, Ъ).

Теорема 5. Пусть / GE (-£") и пусть функция <р (£) неотрица
тельна, не убывает, удовлетворяет условию (7) и для всех ц е (О, Ъ)

ч
j <р-« (if) cZ? < -4 оо.
О

Тогда
§\b\(h) 1(^,0) ^dEn^!“<L

< Гj Ф-® (!) dtf1 Гj co” (t) dt j | Ai. (t) f (x(n^\ 0) |p dEn-^ * (8)
Lo Lo

где постоянная c 0 не зависит от функции f, а функция со (2) определя
ется через функцию <p(i) по формуле (4).

Доказательство теоремы 5 основано на следующей лемме.
Лемма 2. Пусть функция F(t) определена и неотрицательна на ин

тервале (0, а) и для всех h е (0, a) ui,s (0, а) таких, что 4~ е (0, а) 
эта функция удовлетворяет неравенству

F(4 + i2) F(ti) 4-E(i2).
Пусть функция ср (г!) удовлетворяет на интервале (0, а) условию (7) и
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t
J ф-''(а)йи < + oo для всех t e (0, а), а функция a>(t) определена фор- 
o 
мулой (4).

Тогда для каждого t е (0, а) справедливо неравенство
t t

F (<) -С с Г j ф-« (к) du\ И ир (и) Fp (и) du\ ,
Lo J Lo

где постоянная с > 0 не зависит от функции F(t).
В случае, когда весовая функция <p(i) является степенной функцией, 

неравенство (8) было доказано Л. Н. Слободецким (6).
Для весовых функций ф (i) удовлетворяющих условию (7), удается по

лучить и некоторые обратные теоремы о следах.
Пусть = <pn(i) = ф(2), Tt = rn = 1, функция <p(t) неотрицатель

на, не убывает, удовлетворяет условию (7) на интервале (0, Ъ) и сущест- 
а

вует такое а^ (0, Ь), что J q>~q(t)dt < + оо. Пусть функция a(t) о'пре- 
0

деляется по формуле (4).
Тогда, если функция f, определенная и локально суммируемая на гипер

плоскости Еп~', удовлетворяет условию
ь

А, (/) = Г f ы (t) dt J | Дх. (t) f (x(n^) \p dEn~1]1/P < + ,
Lo J

то существует функция u(x), определенная на полупространстве Еп и та
кая, что

и(ж(п_1), 0) = f(x{n~l}),
у 1/«I и (ж(п_1), у) — / Ьр (/А1-1) | = о Г О 'I'9 W dt) П пРи У °>

L о J
72—1

1 и, Lp\ (Еп) I < с 3 ЯД/), г = 1,2,...,щ
Г=1

где постоянная с > 0 не зависит от функции /.
Следует отметить, что хотя этот результат формально несколько более 

общий, чем соответствующий результат Г. Н. Яковлева (7), однако по су
ществу он находится в круге тех же идей.

Полученные теоремы дают возможность изучать и следы функций в 
бесконечности по какому-либо полю направлений. Для этого достаточно 
лишь сделать замену переменных, сводящую стремление к бесконечности 
к стремлению к конечному пределу.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академии паук СССР 17 V 1971

Москва
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