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Рассматривается гильбертово пространство bP финитных комплекс
ных функций /(z), tp(z) комплексного переменного z = х + iy со скаляр
ным произведением

k=9
k\ (s — Л)!

д'! (4 
dzkdzs~k

(4 
dikdzs-k

dx dy,

где производные д / dz и д / dz понимаются в смысле С. Л. Соболева ((*), 
стр. 47). а интеграл — в смысле Лебега, причем интегрирование произво
дится по всей плоскости.

Используется также банахово пространство idp, 1 ■ ' р sy оо, с нормой

и модуль непрерывности s-ro порядка (6), 
сУ8)(д)= sup ||/(z + й) — /(z)|L(S).

Р I h |<8 Lp

Через А обозначается эллиптический дифференциальный оператор
тп

At = 2 <4

k=0

д W. . Г
dTAym-k (1)

порядка тп с постоянными комплексными коэффициентами ак.
Теорема 1. Пусть плоский компакт Е имеет конечное число допол

нительных областей. Пусть Еъ—некоторое открытое множество иЕ с Е(д).
Если все точки границы множества Е удалены от границы множест

ва Е;, не более чем на б, и если функция f(z) ^Lp\ I сС Д оо, 
0 s < оо, и во всех внутренних точках множества Е является решением 
уравнения Af = 0, то существует функция ft,(z) Lp\ являющаяся ре
шением того же самого уравнения в Е6, такая, что 

M-/dL(o)C^sWs-

Пр и м е ч а и и е. Пусть диаметр Е не больше чем D, а диаметр допол
нительных к Е компонент не меньше чем d > 0. Через ch j = 1, 2,..., 
обозначаются постоянные, зависящие только от d, I), s и оператора А.

Доказательство. При р = оо эта теорема доказана в (3). При 
1 р < сю доказательство может быть получено с помощью леммы об 
аппроксимации фундаментального решения, содержащейся в работах 
(V).

Если /(z) —всюду непрерывная функция, то через u/>E(z) будем обо
значать гармоническую во всех внутренних точках множества Е функ
цию, совпадающую с /(z) на границе дЕ множества Е и вне Е.
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Теорема 2. Если все точки симметрической разности компакта Е и 
открытого множества Еъ удалены от дЕ не более чем на б и если Е удов
летворяет условию теоремы 1, то справедливо неравенство

| щ, е (z) — uf: еъ (z) | < <vo(s) (6) 6s, (2)

где w<s>(6) = co^ (6) —модуль непрерывности s-го порядка функции 
Uf, E(z).

Доказательство. По теореме 1 существует гармоническая в Еъ 
всюду непрерывная функция u5(z) такая, что

,E(z) - u6(z) | < (б)б5. (3)

Имеем для z вне Еъ

I w5 (z) — Up KS (z) К I WS (z) — Up E (z) ) -r I up e(z) — f (z) I •< c3w<s> (6) 6s.

Отсюда в сплу принципа максимума получаем для z е Еъ п, стало быть, 
для всех z

jn5(z)—u,,E(z)| s' c:iw<s> (б) 6s. (4)

Из (3) и (4) следует оценка (2).
Теорема 3. Пусть компакт Е и открытое множество Еъ удовлетворяют 

условиям теоремы 1. Пусть функция и <= L(p , \ <Z р <Z оо, и во всех 
внутренних точках Е является решением уравнения Аи = 0.

Тогда существует функция иъ е 1^ и являющаяся решением того же 
самого у равнения в Е;, такая, что

Н — w5 !| (,л) sCc4co<8) (б) 6s-!\ (5)

где <а^3) (б) — модуль непрерывности функции u(z), 0<
Доказательство. При s = 0 доказываемое следует из теоремы 1. 

Пусть теперь s 1. Доказательство проведем индукцией по тп, где тп — 
порядок уравнения Аи = 0. Пусть вначале m = 1. Для ц, = 0 доказывае
мое верно в силу теоремы 1. Но при m — 1 справедливость теоремы для 
ц = 0 влечет за собой ее справедливость и при любом ц, 0 sC Ц Итак, 
для тп = 1 теорема верна. Предположим, что теорема установлена для 
уравнений порядка (тп— 1), и покажем, что тогда она верна и для урав
нения порядка тп. Оператор А без ограничения общности можно считать 
представимым в виде А = At д / dz, где At — эллиптический оператор 
вида (1), но порядка (тп — 1). Функцию ди / dz е Lp можно по предпо
ложению приблизить функцией (du / dz)?„ удовлетворяющей в Еъ уравне
нию Аг(ди / dz) ъ = 0, так, чтобы

1| ди
||

sL(h-i)Ер
(6)

где сФр т)(б) — модуль непрерывности функции ди I dz £= Lp 1), который не 
превосходит модуля непрерывности и ^(б) функции u(z). Воспользуемся 
теперь операторами Т и П, построенными в (’), применительно к случаю, 
когда областью интегрирования служит вся плоскость. По свойству опе
ратора Т ((’), стр. 87) имеем

u(z) = Т du(z) / dz. (7)
Положим

щ(г) = T(du(z) / dz)t. (8)
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Из (7) и (8) в силу свойств оператора Т и определения оператора П ((*), 
стр. 72) следует, что

дУ- , __ . д^1 га» _ ( ди \ 1
d~zkdzV-k dzk-1dz'-}-~k ~

для к = 1, 2,. . ., ц, а при к = О

Отсюда в силу (6) и ограниченности оператора П ((*), стр. 81) выте!<ает 
оценка (5). Теорема 3 доказана.

Будем считать теперь коэффициенты оператора (1) вещественными, 
а его порядок равным иг = 2р. Пространство L Д также будем считать со
стоявшим из вещественных функций. В этом случае оператор А может 
быть записан в виде

и
Аи = 2 aki

k, 1=0

д^
dxkdyv.-k

д[1и
(9)

где ahl = a,_k — постоянные.
Оператор (9) порождает следующий билинейный функционал над про

странством L^’ 

= 2 aki

v'’ k, 1=0

d'^u (z) 
dxkdy^-k

d^v (z) 
dxldyv-~l

dx dy,

где интеграл берется по всей плоскости.
Обозначим еще через A^L^подпространство пространства L(A\ состоя

щее из функций, являющихся решением уравнения Au = 0 во внутрен
ности множества Е.

Решение (z) е АКЬ^ задачи Дирихле для уравнения Au = 0 и 
множества Е при граничном условии f(z) е определим соотношением 

где u(z) — произвольная функция из Л Д’!?'.
Это определение аналогично использованному в (\ э). Можно показать, 

что оно согласуется с классическим. Переходя к оценке изменения реше
ния задачи Дирихле для общего эллиптического оператора (9) при вариа
ции области, отметим, что случай произвольной вариации области может 
быть сведен к случаю внешней вариации, когда Е ст £■#. На этом случае и 
остановимся.

Теорема 4. Пусть компакт Е и открытое множество Еъ удовлетво
ряют условиям теоремы 1.

Тогда, каков бы ни был эллиптический оператор (9), справедливо не
равенство

|| U^E - || (,л) < C5tt)2S) (д) (10)
Ь2

где s р,, а соО-Дд) —модуль непрерывности s-го порядка функции

Доказательство. По теореме 3 существует функция u6(z), удов
летворяющая в Es уравнению Аи& = 0 и такая, что

||^Ai-WS|! ...^ср.Д (ДР’ '. (И)
л2

Оператор Рк, соответствующий множеству Е, определим равенством
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Можно показать, что и& = Pe&u&, PE&f = РеъРе1-
Из этих соотношений вытекает, что

Сопоставляя (И) и (12), приходим к оценке (10).
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