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Рассматривается автономная система нелинейных дифференциальных

Ю. А. ПЫХ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком Н. Н. Красовским 4 X 1971)
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Системы типа (1) встречаются в задачах популяционной генетики (*) 
и математической экономики (2).
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В силу физических ограничений имеют смысл только положительные и 
нормированные значения переменных, т. е. р е ст. Нетрудно видеть, что 
решения уравнений (1) удовлетворяют этому требованию, если 
p(t = 0) ест.

Большую роль в изучении свойств таких систем играет якобиевая мат­
рица функций Ф,(р), которую будем обозначать через (? = П(М = 
= ||<9ФДр) / <9р3||. В популяционной генетике, например, элементы матри­
цы Q имеют смысл взаимных влияний особей различных генотипов, а сама 
матрица Q называется матрицей взаимодействий.

Ставится задача получения критериев устойчивости особых точек си­
стемы (1).

Пусть р0 — равновесный вектор системы. Обозначим через L подмно­
жество из совокупности индексов I = {1, 2,... , п}, для которого рго = Опри 

а через L —дополнение L для всего множества 7. Из (1) ясно, что 
справедливо соотношение

Произведем в (1) замену переменной р — р0 + х:
ФДро) = G(po), i^L.

П.

Здесь ф, (ж) =Фг(ро + я), g(x) = G(p0 + х). 
Новые переменные удовлетворяют условию

п 

(2)
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и ограничениям — pia г£7 Xi =£7 1 — pi0, т. е. движение системы (3) происхо­
дит на множестве

п
X

Для разыскания достаточных критериев устойчивости невозмущенно­
го движения построим знакоопределенную функцию V(x) и установим 
условия, при соблюдении которых производная этой функции, составлен­
ная в силу уравнений движения (3), окажется знакоопределенной про­
тивоположного знака, тогда в силу теоремы Ляпунова об устойчивости 
(3) можно при выполнении этих критериев утверждать об устойчивости 
невозмущенного движения xt = х2 = ... — хп = Q — «в большом».

V (х) = 2 (Ф< (Ро) — G (Ро)) Хг + 2 2 Qii (Ро) xixj + • • • С7)
геь г=13=1

Из определения множества X вытекает, что х._^0 Vi^L. Следова­
тельно, при Xi > 0, i е L, знак V (х) определяется коэффициентами пер­
вого члена в (7), а при х, = 0, i Е L. знак V(x) будет определяться квад­
ратичной формой 2 2 QiAPo)xiXj. , Окончательный результат можно 

ieL ;SL
сформулировать так:

Функцию Ляпунова выберем в виде положительно знакоопределенной 
на X функции

п
V (х) = — 2 Pio In (Pio + *<)•

Составляя производную V(х) в силу уравнений движения и используя ус­
ловие (4), получаем

V(x} =
п

г=1
(5)

Здесь опущен положительный множитель g(x). Таким образом, достаточ­
ным условием устойчивости рассматриваемого положения равновесия бу­
дет выполнение неравенства

п
2i ^iSPi (•£) Q»
i=l

Для выяснения знака функции V(х) воспользуемся разложением
п

срД^) = Ф1(р0) + 2 Cw(Po)^+--- (6)
J=1

Подставляя (6) в (5), получаем
п п п

v =2 ф1 (Ро) xi + 2 S Qu (Ро) xixi + • • •
г—1 г=1

Принимая во внимание (2), перепишем первый член последнего выраже­
ния так:

п
2 Ф1 (Ро) хг = 2 ф1 (Ро) V * * * * Xi + G (Ро) 2 xi
i=l ieL

или, учитывая, что в силу (4)
>1 Х{ I Х2,
iEb if=n

для V (х) имеем
п п
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Для устойчивости положения равновесия рй системы (1) достаточно 
выполнения неравенств

С(ро)>Фг(Ро) пРи if^L,

2 Qij(Po) х gE X. (8)
i(~L j^L

Замечание. Так как формально (1) представляет непрерывное ото­
бражение замкнутого симплекса о в себя, то неравенства (8) дают условия 
устойчивости неподвижных точек такого отображения.

В заключение выражаю благодарность Р. А. Полуэктову за обсуждение 
работы и ценные замечания.
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