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Необходимость в пополнении данного в (3) списка аксиом, определяю
щих однозначно теорию гомологий (когомологий) за пределами категории 
конечных полиэдров, хорошо известна. Ниже будут даны аксиомы для го
мологий и когомологий, лишь немногим расширяющие список из (3), в не
которых достаточно широких категориях. Аксиоматика отличается от той, 
.которая дана в (2).

Обозначим через 3& категорию счетных локально конечных полиэдров 
и их собственных отображений, через М,— категорию компактных метри- 
зуемых пространств и их непрерывных отображений и через & — локаль
но компактных пространств, удовлетворяющих второй аксиоме счетности 
.и их собственных отображений.

Пусть X — объединение своих открытых непересекающихся подпрост
ранств Xk, k = 1, 2, 3 .. ., а Д: Х-> (X, U Xs) и ik: Xh^~ (X, |J Xs) — 

s^=k s-^k
вложения (Д, — изоморфизм).

Аксиома П-аддитивности (на категориях st- и ^). Го
моморфизмы gh = Hn(X) -+Нп(Хк) определяют для каждого п про
ективное представление Нп(Х) в виде прямого произведения Нп(Хк).

Предположим, что X е (Аа является букетом своих компактных под
пространств Xh, a gk — проекция X на Хк.

Аксиома Пс- аддитивности (на категории ^0) . Г омомор
физмы gk. И„(X) —Нп(Хк) представляют Нп(Х) в виде прямого произве
дения Нп(Хк) (е размерности нуль —приведенные гомологии).

Даваемая ниже аксиоматика в категориях зГ, и 9) сходна с аксио
матикой Милнора на категории комплексов (4) в том смысле, что по 
сравнению с аксиомами из (3) практически добавляется лишь одно тре
бование — требование П-аддитивности. На категории зФ аксиома выреза
ния понимается обычным образом. Аксиома вырезания на категориях 
Ж и 9) будет сформулирована в соответствующих местах.

Теорема 1. Если Н*  — теория гомологий на категории зФ, удовлет
воряющая, кроме аксиом 1 — 7 из (3), еще аксиоме Н-аддитивности, то Н, 
определена однозначно с точностью до естественного преобразования 
{и, следовательно, эквивалентна симплициалъным гомологиям второго 
рода).

Список аксиом на категории М- Аксиомы 1 — 5, 7 из (3); 
•аксиома 6: для всякой компактной пары (X, А) отображение этой пары на 
■фактор-пространство Х/А индуцирует изоморфизм гомологий (в размер
ности нуль гомологии приведенные); аксиома 8 — аксиома Пс-аддитивно- 
сти.

Теорема 2. В категории описанная в (*)  теория канонических го
мологий является единственной, удовлетворяющей требованиям аксиом 
указанного выше списка.

Список аксиом на категории 9L Аксиомы 1 — 5, 7 из (3); 
аксиома 6: для каждой пары (X, А) существует изоморфизм а: 
Пп(Х \А) -^-Я„(Х, А), обладающий следующими свойствами:
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Если i — собственное отображение пары (X, Л) в пару (У, В), то диа
грамма

Я.(Х,/5)Дя.(У,2?)
fa Та

Я.(Х\/5)ДяДУ\5)

коммутативна, и для произвольной триады (X, А, В) коммутативна диа
грамма

Нп(Х\В,А\А П В)Хн^(А\А П В),

д I '
Нп (X, А и В) -Д (Л, Л Г) В)

где по вертикали стоят изоморфизмы, определенные а. Аксиома 8 — ак
сиома П-аддитивности.

Теорема 3. В категории 3) канонические гомологии являются един
ственными, удовлетворяющими всем перечисленным аксиомам (описание- 
канонических гомологий см. в (*)).

Результаты, аналогичные сформулированным выше, справедливы if 
для когомологий во всех трех категориях. В качестве аксиомы 8 будут фи
гурировать аксиомы 2-аддитивности (на категориях Л и и аксиома 
2с-аддитивности (на категории Ж>), представляющие когомологический ва
риант вышеуказанных аксиом П-аддитивности.

Теорема 4. Если Н*  — теория когомологий на категории si-, удовлет
воряющая, кроме аксиом 1 — 7 из (3), еще аксиоме ^-аддитивности, то Н*  
определена однозначно с точностью до естественного преобразования 
(и, следовательно, эквивалентна симплициалъным когомологиям, второго
рода).

Список аксиом на категории &0. Аксиомы 1 — 5, 7 из (3); 
аксиома 6: для всякой компактной пары (X, Л) отображение этой пары на 
фактор-пространство X/А индуцирует изоморфизм когомологий (в размер
ности нуль — приведенные когомологии)-, аксиома 8'—аксиома 2с-адди- 
тивности.

Теорема 5. В категории теория когомологий Александрова — Че
ха является единственной, удовлетворяющей требованиям аксиом указан
ного выше списка.

Список аксиом на категории Аксиомы 1 — 5, 7 из (3); 
аксиома 6 — когомологический аналог аксиомы 6 из теоремы 3; аксиома
8 •— аксиома 2-аддитивности.

Теорема 6. В категории £/?> когомологии Александрова — Чеха с Ком
пактными носителями являются единственными когомологиями, удовлет
воряющими всем перечисленным аксиомам.

Сформулированная выше теорема 2 дает возможность перечислить сис
тему аксиом, однозначно определяющую теорию канонических гомологий 
с компактными носителями на категории ‘S’ топологических пространств, 
в которых каждое компактное подпространство метризуемо.

Система аксиом в категории <ё>. Аксиомы 1 — 5, 7 из (3); 
аксиома 6: проекция (X, С) ->Х/С индуцирует изоморфизм групп гомоло
гий для компактных С; аксиома 8 — аксиома Пс-аддитивности; аксиома.
9 — аксиома компактных носителей.

Теорема 7. На категории канонические гомологии с компактными 
носителями являются единственными, удовлетворяющими перечисленным 
выше аксиомам.

В теореме 6 указана аксиоматика когомологий Александрова — Чеха 
с компактными носителями (когомологии второго рода). Рассмотрим обыч

558



ные когомологии Александрова — Чеха в категории L локально компакт
ных пространств, удовлетворяющих второй аксиоме счетности, и их непре
рывных отображений. Когомологии Н*  назовем П-аддитивным и в S’,., 
если когомологии объединения дискретной системы пространств естествен
но изоморфны (посредством вложений) прямому произведению когомоло
гий этих пространств.

* Пример, когда ядро гомоморфизма <рп нетривиальное, показан в (2).

Теорема 8. Если Н*  — распространение когомологий Александро
ва — Чеха с категории 9?>0 на категорию S, удовлетворяющее условию П- 
аддитивности на S, то Н*  совпадает на S с когомологиями Александро
ва — Чеха.

Это означает, что из любого списка аксиом, определяющих однозначно^ 
когомологии Александрова — Чеха на категории Я)о, можно получить сис
тему аксиом, определяющих однозначно эти когомологии на S. Для этой 
цели достаточно пополнить список лишь одним требованием — условием 
П-аддитивности, применяемым специально к некомпактным пространст
вам.

Пусть Н*  — П-аддитивная теория когомологий, а X — произвольное*  
нормальное пространство, являющееся объединением своих замкнутых 
подмножеств Xi с Х2 cr Х3 cz .. . Xh cz . .. таких, что и

оо со

Int Xi = ф. Обозначим через dn: II Нп (Xh) П Hn(Xh) гомоморфизм,.
к=1 fc=l

определяемый формулой dn(hi, h2,.. . hk... ) = (hi — tAh2, h2 — i2*h 3,.. . 
..., ha — iAhk+i. ..), а через <p„: Hn(X) —>■ lim Hn(Xk) — естественное ото-

j£

бражение модуля Hn (X) в lim Нп (Хк).
Предложение 1. Короткая последовательность

°° Тп

О -> П Я»-1 (Xft)/Im dn-r -> Нп (X) lim Я" (Xk) -> О
а=1

точна.
Предположим, что X — некомпактное пространство из S, а последова

тельность {XJ состоит из компактных подпространств.
Предложение 2. Ядро естественного гомоморфизма <р„: Нп(Х)^>- 
lim Я" (С) (по всем компактным С) изоморфно * группе

п я-чх^/ы
k=l

Напомним, что на категориях и У аксиома 8 из (2) есть аксиома 
П-аддитивности, выполненная для счетного дискретного множества точек 
ЗА = (di, d2, ..., dk, .. .). Аналогично, на категории $<> аксиома 8 — это 
тот частный случай аксиомы Пс-аддитивности, когда X = ЗА, где ЗА — од
ноточечная компактификация S) посредством некоторой точки *,  а Хк — 
= dk. Таким образом, на категориях бФ и 3) группа На(2У), а на категории 

СО

Я — группа Н3(ЗА, *),  естественно изоморфны П H0(dk'). Из условия, со- 
i-=i

держащегося в аксиоме 9 из (2), вытекает, что для любой аксиоматической 
теории НА на категориях и $ модуль НА (ЗУ) является подмодулем в.

оо

П HA(dh) (НА(Я)), очевидно, содержит П HA(dk)). Аналогичное вклю- 
k=i к=1
чение в категории ЗА есть следствие аксиомы 7 из (2). Гомологии 3) в дру
гих размерностях равны нулю. В связи с этим некоторый интерес пред
ставляет вопрос, не вытекает ли аксиома 8 из остальных (имеется в виду 
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аксиоматика из (2)). Ответ на этот вопрос отрицателен для случая, когда 
группа коэффициентов G не имеет конечного числа образующих, как это 
видно из примера гомологии Бореля — Мура (см. (2)). В том случае, ког
да G — группа с конечным числом образующих, имеет место

Предложение 3. Если Н*'  — теория гомологий на категории 
или удовлетворяющая всем аксиомам соответствующей категории, 

перечисленным в (2), кроме, аксиомы 8, a G — группа с конечным числом 
образующих, то Н/ удовлетворяет и аксиоме 8, т. е. совпадает с единст
венной теорией гомологий на соответствующей категории.
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