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Трудности, с которыми сталкиваются при анализе общей системы урав­
нений, описывающих работу квантового генератора (КГ) (см., например, 
(*)),  объясняют повышенный интерес к рассмотрению в теории КГ важ­
ных предельных случаев. Одним из таких предельных случаев является 
задача о работе одномодового генератора. Анализ уравнений для одномо­
дового генератора был проведен частично в (^'). Однако остался невыяс­
ненным ряд особенностей этих уравнений, связанных со структурой фазо­
вого пространства вдали от равновесных состояний. Интерес к анализу 
работы одномодового КГ возрастает в связи с опубликованием эксперимен­
тальных данных, указывающих на возможность появления при определен­
ных условиях неустойчивого режима работы («пичковый» режим) одно­
модового ОКГ (5). Результаты этих экспериментов не получили пока 
ясного теоретического объяснения. В настоящей работе продолжен теоре­
тический анализ одномодовых уравнений. При этом выяснена возможность 
существования пичкового режима генерации, не связанная с неустойчиво­
стью монохроматического (стационарного) режима работы КГ по отноше­
нию к малым возмущениям.

2 SjTTZoCOO по£2пр = тг — параметр, характеризующий мощность накачки и обра-
щающийся в 1 при пороговом значении мощности накачки; п0 — эффек­
тивная плотность, йо и 0- — частота и дипольный момент перехода между 
рабочими уровнями активных центров люминесценции. Константы у4, у2 
и у3 описывают релаксацию элементов матрицы плотности и затухание 
поля в резонаторе соответственно. Предполагается, что yi уз и выпол­
няется условие генерации йпр > 1.

Система уравнений (1) — (3) имеет стационарные решения

Одномодовый КГ, настроенный на центр линии люминесценции, будем 
описывать следующей системой укороченных уравнений (эквивалентной 
уравнениям (2)) для поля U, поляризации V и инверсной населенности W 
вещества:

^U' = ~U+V, (1)
^'= ^(-V+UW), (2)

W' = и [(1 _ Оп2р)-1 _ (Q*p _ 1)-ЧУ _ ПГ]. (3)

Здесь t/ = r—-------
L 71 (1 — ЙПр) J (2лгаой<0(>) 

женность электромагнитного поля 

ведется по приведенному времени

<8 = (S"“ot + Л1С1, S — напря- 

в резонаторе. Дифференцирование
[УА-А^пр-1)Т2 
L уз (72 + 7) -Гт = ру3£, где

t/ = y = O, PE=Q* p,

±U = ±V = W = 1.

(4)

(5)
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Проведенный в (2, 3) анализ показывает, что при выполнении условия 
генерации точка (4) является седлом, а характер точек (5) зависит от 
величины параметра накачки. Особый интерес представляет анализ кри­
тического случая, не рассмотренного в (2, 3), когда

Уз (у3 — у2 — У1) ц2 = Yi (уз + у2 + Yi). (6)

При этом уравнения в вариациях для точек (5) имеют чисто мнимые кор­
ни, и вопросы устойчивости должны решаться членами следующего поряд­
ка. Такой анализ, как известно, определяет практическую устойчивость 
монохроматической работы КГ. Проведенный нами расчет показывает, что 
на границе (6) точки (5) практически неустойчивы. В соответствии 
с этим следует искать неустойчивые предельные циклы в области 
у’з(у’з — у2 — У1)р2 < yi (уз + у2 + У1), разлагая U + 1 и период решения 
й“‘ в ряд по и полагая е = [у^уз + у2 + Yi) + p2(y2 + yi —Уз] X 
X у2[р2(у2 + у3) (у2 + уз + У1)Уз]-1. Заменяя в уравнениях (1) — (3) т на 
т(1 — /г2е + . . .) и выполняя вычисления до третьего порядка по еУг, нахо­
дим при ц 1 для амплитуды и частоты предельного цикла

U ± 1 = еУгс cos т(1 — /i2e+ ...)+•••, (7)

с2 —_____ 2(72 + Уз)*________ ь _ /о\

* Мы не предполагаем далее, что 71

pW(97f + 27.2V3-3V^) ’ 6 •

Более полный анализ структуры фазового пространства уравнений од­
номодового КГ удается провести в пределе больших накачек *

1. (10)

В этом случае исходные уравнения (1) — (3) перепишем в виде

(12)

T,”;w ИГ <13>
Система уравнений (11) — (13) при ц-1 = 0 имеет два первых инте­

грала 

(14)

(15)

т. е. фазовое пространство расслаивается. Каждый слой представляет па­
раболический цилиндр (14). Если С4 <0, то фазовое пространство (14) 
напоминает фазовое пространство консервативной системы с двумя связан­
ными потенциальными ямами: сепаратрисная траектория

С} = 4Са (16)

отделяет траектории, на которых U сохраняет знак, от траекторий, на ко­
торых U меняет знак. При Ci > 0 нет траекторий, сохраняющих знак U. 
Чтобы изучить медленные движения перейдем к новым переменным: ин­
тегралам движения Ci, С2. Таким образом, мы отделяем быструю фазовую 
переменную ф, описывающую движение по траекториям (14), (15), от 
медленных переменных Ct, Сг. Итак, усредняя уравнения (11) — (13) по ф, 
приходим к системам уравнений (17), (18) и (19), (20) при 4С2 < С? и 
4С2 > Ci2 соответственно:

(-Сх + 2/С2) ^+2 + ^-g}, (17)
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C2= 4 +4-2V~444’

(18) 

ci=4(4~2)[2^(24-i) ~4 + 2+44’ <19> 

c;=4 ус; и {2 a (44 cr - з) + 44 c, - ^44 yc2 3),

(20) 
где К ъ E — полные эллиптические интегралы первого и второго родов. 
Модулем этих интегралов при 4С2 < является 4]/С2 / (—Ci + 2/С2), 
а при 4С2 > Ci2 — обратная ей величина.

Фазовое пространство медленных движений состоит из двух секторов, 
лежащих на плоскости С\, С2 (см. рис. 1). Уравнениям (17), (18) соответ­
ствует сектор, ограниченный полупрямой

Рис. 1. Фазовое пространство системы уравнений (17) — (20) мед­
ленных движеппп одномодового КГ при больших накачках (10) : 
в — Y2 < Уз < Уь 6 “ Зу8 — 2\д > у, > у3 — уч, в — у2 > Зу3 — 2yi

п параболой (16). фазовое пространство системы (19). (20) лежит внутри 
параболы (16), причем граничные кривые (16), (21) также являются 
траекториями медленных движений. Па параболе (16) находится стацио­
нарное состояние систем уравнений (17), (18) и (19), (20) (точка 2 на 
рис. 1):

С\ = - - 2y3/Y1, С2 = (22)

Если у2 > Зу.з — 2yf, то стационарное состояние (22) представляет устой­
чивый узел со стороны параболического сектора и седло в секторе, огра­
ниченном кривыми (16), (21). Если уз < Зу3 — 2yi, то ситуация обращает­
ся. На полупрямой (21) лежит стационарное состояние системы (17), (18) 
(точка 1 на рис. 1):

C1=-l, С2 = 0, (23)

являющееся седлом, если у2 < у» — То 11 устойчивым узлом при 
у2>у3 — Y1.

Система уравнений (17), (18) имеет неустойчивое состояние равнове­
сия (седло) при у3 — уд < у2 < Зуз — 2Yi (точка 4 на рис. 16), уравнения 
(19), (20) — устойчивое состояние равновесия (фокус) (точка 3 на
рис 1а. б), если у» < Зу3 — 2уь Эти состояния лежат на кривой

С2 = у32(44 С^-З) (С1 + 1)/[(2у2^у1)(2у3-у1)]. (24)

Седло отщепляется от положения равновесия (23) при у2 = 
= (у3 — у,) + 0 и входит в стационарное состояние (22) при у2 = 
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= (Зтз — 2у,) — 0. Фокус возникает из состояния (22) при у2 = 
= (Зу3— 2'Yi) —0. Предельных циклов в секторе, ограниченном (16) и 
(21), нет, следовательно, его разбиение на ячейки установлено. Если отбро­
сить маловероятный случай, что в параболическом секторе есть полуустой- 
чивый цикл или несколько циклов различной устойчивости, окружающих, 
фокус, то качественная структура разбиения этого сектора на траектории 
также фиксируется.

Состояние (22) описывает петлю сепаратрисы стационарного состоя­
ния U = v — 0, w — уз(уа +'Уз) / (Y2Y1) системы (11) — (13), т. е. до 
начала генерации КГ находится в окрестности этого состояния. Состояние 
(23) дает монохроматический режим генерации КГ. Стационарное состоя­
ние уравнений (17) —(20), лежащее внутри параболического сектора 
(точка 3 на рис. 1), определяет устойчивый предельный цикл исходной 
системы: КГ в таком режиме излучает пички с частотой следования

(25)

Константа Сг в формуле (25) определяется выражением (24), Cv находит­
ся приравниванием правой части уравнения (19) нулю.

Таким образом, приведенный выше анализ показывает, что существо­
вание яичкового режима работы КГ может быть связано не с неустойчи­
востью стационарных решений по отношению к малым возмущениям, а с 
ситуацией в окрестности петли сепаратрисы (22), т. е. с неустойчивостью 
к большим возмущениям. Как показывают предыдущие вычисления (см. 
формулы (7) — (9)), эти качественные результаты не являются привиле­
гией больших накачек.

Поступило
5 VII 1971
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