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И. Юхас (I. Juhasz) показал, что в некоторой модели теории мно­
жеств каждый бикомпакт с первой аксиомой счетности и условием Сусли­
на сепарабелен (9) (наша терминология и обозначения — те же, что и 
в (*); напомним только, что пространство со свойством Суслина — это 
такое пространство, в котором каждое дизъюнктное семейство непустых 
открытых множеств счетно).

Мной установлено (4), что в той же модели теории множеств спра­
ведливо

Утверждение (А): Бикомпакт наследственно сепарабелен, если и 
только если каждое его дискретное подпространство счетно.

Легко видеть, требование счетности всех дискретных подпространств 
пространства X равносильно ограничению: каждое подпространство про­
странства X удовлетворяет условию Суслина.

Область, к которой относятся эти результаты, исключительно богата 
нерешенными вопросами. Формулировки многих из этих вопросов заме­
чательно просты и могут быть восприняты без приготовлений самой широ­
кой математической аудиторией.

Так, неизвестно, каждый ли бикомпакт, в котором все дискретные 
подпространства счетны, имеет мощность, не большую чем 2 к» (этот воп­
рос поставлен Хайналом и Юхасом, см. (9)) ?

Каждый ли бесконечный бикомпакт содержит либо нетривиальную 
сходящуюся последовательность, либо топологическую копию рА-стоуп- 
чеховского расширения натурального ряда (вопрос поставлен Б. А. Ефи­
мовым) ?

Каждое ли вполне регулярное пространство, в котором все дискретные 
подпространства счетны, во всех точках (или хотя бы в одной) имеет счет­
ный псевдохарактер (возможно, в такой общности вопрос ставится впер­
вые) ?

Этот ряд вопросов можно легко продолжить, но мы здесь остановимся, 
отослав читателя к статьям (2, 3, 6), в которых сформулированы другие 
проблемы из этой области.

Наша цель — доказать утверждение, вынесенное в заглавие этой ста­
тьи. Данным результатом, вместе с утверждением (А), устанавливаются 
наиболее широкие на настоящий момент границы обобщения теоремы 
Тенненбаума (8) о совместимости с системой Цермело — Френкеля аксиом 
теории множеств утверждения, что каждый линейно упорядоченный би­
компакт, подчиненный условию Суслина, сепарабелен.

Существует (см. (7)) модель теории множеств, в которой выполняются 
следующие положения:

(I) 2К° = 2К‘<2К2.

(II) Если пространство X удовлетворяет условию Суслина, то каждое 
несчетное семейство непустых открытых в X множеств содержит несчет­
ное центрированное подсемейство.
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Обозначим через М некоторую такую модель.
Теорема 1. В М каждый секвенциальный бикомпакт, подчиненный 

условию Суслина, сепарабелен.
Доказательство. Мы предполагаем противное и фиксируем сек­

венциальный бикомпакт X, для которого с(Х) = Ко и s(X) Xi- Даль­
нейшее рассуждение имеет два этапа: на первом мы находим в X биком­
пакт F такой, что c(F) = Хо и s(F") = Хь а на втором строим несчетное 
семейство непустых открытых в F множеств, в котором нет никакого 
несчетного центрированного подсемейства. Заключенное здесь противоре­
чие со свойством (II) модели М завершает рассуждение.

1°. В (*) доказано, что мощность каждого секвенциального бикомпакта 
со свойством Суслина не превосходит 2х" . Отсюда и из свойства (I) мо­
дели М мы заключаем, что |Х| < 2*4

По известной теореме Чеха — Поспишила (см. (5)), множество 
Р = {xezX-. %(х,Х) Xi} всюду плотно в X (иначе в силу (I) было 
бы |Х| ^2^= > |Х|).

Для построения бикомпакта F сд X с нужными нам свойствами 
(c(F) = XoHs(F) =Х4) достаточно предположить, что никакое счетное 
подмножество множества Р не плотно в X.

Для каждого непустого подмножества Е множества Р зафиксируем 
точку с(Е) <^Е. Далее, пусть, для каждого х е Р, Кх= [Оа(х) : а < 
< X.} — база точки х в пространстве X. Определим по индукции семей­
ство {(?а: а < Xi} подмножеств множества Р следующим образом. Выбе­
рем Хо €= Р произвольно и ПОЛОЖИМ (?0 = {#<>}. Пусть Р < Х1 и ДЛЯ каж­
дого а < р определено счетное множество Qa с. Р. Положим

Яр — а < р}, = {Оа(х); x<=R. и а < р},

= {с([7П Vn/’): V f=®f и C7f)7=#A}.

Ясно, что В,. и Sp — счетные множества, причем S? сд Р.
В силу предположения о плотности пространства X U =/= X. 

Следовательно, р \ № и S₽] У- Л. Выберем произвольно е 
G? [7?₽ U 5Р] и положим Qg, = U U {-М- Таким образом множества 
Qa можно определить для всех а < Xi- Пусть это сделано. Семейство 
{Qa. а < Xi} удовлетворяет тогда следующим условиям:

11) |(?а| «С Хо Для всех а < Xi;
12) Qa <= Q$, если a < p < Xu
is) QaC^P для всех а < Хл
i4) [<2а] (?и, если а < р < Хь
Положим Q = Uа < XJ и F = [<2]. В силу ц) и i4) |<?| = Xi- 

Значит, s(F} sC Xi-
Рассмотрим произвольное счетное множество А, содержащееся в F, 

и покажем, что [Л] =£F. Это будет означать, что s(F) == Xi- Бикомпакт 
F секвенциален и имеет, следовательно, счетную тесноту (‘). Из А сд [С?] 
поэтому следует, что для каждой точки а е А можно выбрать счетное 
множество L(a) cz Q так, чтобы было а е [Л(а)]_ Положим L = U{£(«): 
а^А}. Тогда [L] дэ А и, значит, [L] дэ [Л]. Теперь достаточно устано­
вить, что [Z] X. Но из L сд Q и |Б| Хо следует, что L сд Qa* для не­
которого а* < Xi- Тогда [Б] сд [(?«•], причем в силу i4) [(?«•] <?«•+!.
Тем более, [L] 75 Qa-+l. Но Qa’+i czQ cz F. Значит, [Z] =/= F. Итак, дока­
зано, что s(F} = Xi-

Установим, что с (F) = Хо- Так как F = [(?], достаточно доказать 
соотношение c(Q) — Хо-

Семейство $ — {Oa(x)(]Q: х Q а а fa}—база пространства Q. Если 
в Q есть несчетное дизъюнктное семейство непустых открытых множеств, то 
в Q есть такое семейство, состоящее из элементов базы Итак, достаточ­
но исследовать следующую ситуацию: Для каждого а < Xi заданы точка 

Ха е Q и ординал р(а) < Xi таким образом, что семейство {Q (] Оц(а)^а:
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а < дизъюнктно (здесь — элемент с номером |3(а) семейства
%Х/, зафиксированного в начале рассуждения). Покажем, что и семейство 
{Ор(а)Жа: а < тогда дизъюнктно. Предположим противное. Пусть
а' < Ki и а" < Ki таковы, что О^(а,)Ха, f| Оща„)Жв„ Л. Так как яга, е Q 
и ха„ е Q, найдутся а* < Ki и а** < Кь для которых ха, е и ха„ е 
.Q (?«••• Положим а = шах{р(а/), ₽(а"), а*, «**} и Р* = а + 1. Тогда 
p’<Ki и ла,,ха„ Йр*, Ор(а/)^-а'’ О^а „)Ха„ е <3р-. Так как
Of,(a,}xa, f| Ома„)Ха„ — непустое открытое в X множество, а Р всюду плотно 
в X, Е* = О^а,)Ха, f| 0${а„)Ха„ f| Р — непустое подмножество множества Р. 
Следовательно, с(Е*) е Sy с. Qp. cz Q. Получаем

(O^Xv f| (?) f] (Оца„}ха„ f| Q) =

= (Ом«о®«'П Ор(а„)Жа„) f| (? =>£*f| {c(£*)} A
— противоречие с предположением о дизъюнктное™ семейства 
{Ot,(a)Xa f| Q: ct<Ki}- Значит, семейство {О(,мха: a < дизъюнктно. 
Но оно несчетно, что противоречит условию с(Х) = ^0. Значит, c(Q) == 
и c(F) = Ко. Первый этап нашего рассуждения завершен.

2°. Секвенциальный бикомпакт F, для которого c(F) = и s(P) = Къ 
в модели М существовать не может (построенный выше бикомпакт F сек­
венциален, ибо он является замкнутым подпространством секвенциаль­
ного пространства). Это частный случай соответствующего общего утверж­
дения о бикомпактах счетной тесноты, доказанного в (4), теорема 4.

Теорема 1 доказана.
Мы уже отмечали, что каждый секвенциальный бикомпакт, удовлетво­

ряющий условию Суслина, имеет мощность не большую, чем 2 х°. Поэтому 
теорему 1 можно рассматривать как специализацию следующего утверж­
дения.

Теорема 2. Если X — бикомпакт счетной тесноты, с(Х) — и 
|Х| 2**° , то в модели М s(X) £$0.

Проведенное выше рассуждение, очевидно, является доказательством 
и теоремы 2.

Однако действительно ли теорема 2 является более общим утвержде­
нием, чем теорема 1? Мы не знаем этого, ибо не знаем ответа на вопрос, 
каждый ли бикомпакт счетной тесноты секвенциален?

После теорем 1 и 2 естественно спросить: возможен ли «наивный» при­
мер несепарабельного бикомпакта мощности 2 х» или меньшей, подчинен­
ного условию Суслина? Гипотезу о существовании такого бикомпакта 
можно рассматривать, как чрезвычайное расширение гипотезы о сущест­
вовании континуума Суслина. Тем более кажется удивительным, что не­
известен ответ на этот вопрос. Более того нет, по-видимому, примера би­
компакта X, для которого |Х| 22,s° , с(Х) = и s(X) > Может
быть, в некоторых моделях сепарабелен каждый бикомпакт X, для кото­
рого с (X) — Хо и w(X) 2х» (I. Juhasz)?

Механико-математический факультет Поступило
Московского государственного университета 6 X 1971

им. М. В. Ломоносова
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