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И. И. БАВРИН

К ОБОБЩЕННЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ ФОРМУЛАМ КОШИ, ШВАРЦА 
И ПУАССОНА

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 2 XII 1971)

М. М. Джрбашяном (’) построен обобщенный оператор LM типа Рима
на — Лиувилля, с помощью которого им установлены (*)  обобщенные фор
мулы Коши, Шварца и Пуассона, ассоциированные с данной функцией 
<о = ©(ж) .= й. Вслед за тем автором (2_5) был получен ряд обобщенных 
формул Коши, Шварца и Пуассона. В настоящей заметке мы несколько 
остановимся на операторной стороне теории этих обобщенных интеграль
ных формул.

1
* В С) введена функция р (г) = г W^-r/x, со(х)ей, г (0, Н, Р(0) = 1, и

Г
1 

последовательность чисел — — (к + 1) j rkdp (г), к = 0,1, 2, ..., при этом показано, 
и

1. Пусть функции (I)j = Й, / = 1, 2, . . . , 777, 0)^ = Й~(.т) е й,
] = 1, 2,.. ., тп. Пусть далее рДО) = 1,

— (• со ■ (г) ~ г f2)
Ру(О)= 1, А(г) = rjj —— dx, p~(r) = r^—-2—dx, г£Е(0,1],

Г г

доО) = 1, др = 1,

= + 1)\
1 1

rkdpj (г) = к rk~* lLOj (г) dr, 
о о

_ 1 1
Др = — (к + 1) rkdp~- (г) = к (г) dr,

о о

/ = 1, 2,..., m; J = 1,2,..., т; к■ = 1, 2, ... *
2. Пусть функция

оо
/ (/АД = 2 ak

k-o

голоморфна и круге | z | < К, а функция

(1)

(2) 

1
что все числа As, к = 0, 1, 2, ..., положительны, причем До = 1, Д& = o)(z')zl<~1dx,

и



гармоническая в круге |z| <Z R (а0, щ, |3ft — действительные числа).
Автором (2) построен оператор L(U1.......(кратко Л(а>) и показано

* Оператор “> определяется аналогично оператору

(2, 3), что функция
оо

[/ (п?4ф)] = 2 № . . . ^ak (re'-'f
&=о

голоморфна в круге | z, | < Да функция
оо

£,<“> [и (re4*)]  = а0 + 2 (.№■ ■ ■ Alm)aftcos Агр — Д/.п. . . Д;,т)3& sin кер) rk 
k—1

гармоническая в круге | z | < R.
Так как функция (1) голоморфна в круге |z| < R, а функция (2) гар

моническая в круге | z | < й, то, как следует из формулы Коши — Адама- 
ра, функции

оо
S 7 = 1,2,

/е=0
голоморфны в круге | z | < R, а функции

со р
«o^S (4>cos/ccp — Ж''"' k(tyrk’ i= 1,2,

гармонические в круге | z | < R.
3. Для функций (1), (2), как функций г, введем оператор следую

щим образом:
оо

[Цге™)] = 2 ^(^ф)\
Л=о

ОО
(и(ге4’)] = a0 + 2 cos /cfP — sin Ахр j r*-

Введем еще операторы М(а<•■■■• (кратко 7И(Ы)) и N(a" • V“•........
(кратко N{a’ “’) :

J/(B) [/(г<?4ф)| = M(Mm) [7И(“т_1) .. . [Л/<ш,) [f (reiv)]] .. .], 

A(“;“) [f(reiv)] = М(“} [Д(ш)'[/(re4’)]]

(то же при замене f(rei,f) на ц(ге(ф)).
Легко видеть, что справедливы тождества

А(ш)[Л7(ш)[/(г?’’) ]] = ЛД“)[//ф>[/(ге!ф)]] = /(ге<ф)

(то же при замене /(ге!ф) на н(ге!ф)).
Следовательно, в классах голоморфных и гармонических в круге функ

ций операторы Z/m> и ЛА(а' взаимно обратны. Нетрудно видеть, что в тех 
же классах функций взаимно обратны и операторы А(ш;“ 4 и Nia; ш) *.

4. Автором (2) введены функции С(z; со4,..., com), 5(z; со,,... , com), 
й(ср, г; wi,..., сот) (кратко C(z; со), 7>(z; со), Р(ср, г; со)). С учетом вве
денных выше операторов легко видеть, что С(ге^; со), 5(ге4ф; со), Р(ср, г; со) 
есть [C(rei<F) ], Мш [5 (ге’ф) ], Мм [Р (ср, г) ],
где

C(z) = S(z) = Р(ф, г) = 1 — г2
1 -j- г2 — 2r cos ср

1
1—Z ’

1 + z
1-z ’
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Поэтому установленные в (2) обобщенные формулы Коши, Шварца и Пу
ассона, ассоциированные с данной системой функций Ш;(з:)еЙ, j = 
= 1, 2,..., тп, перепишутся соответственно в виде

2ГС г 'ЧП
-4т $м(м) |с [еЧв JЛ(и) [/ (pei9)] dQ’ z=reic₽’

/ (g = i Im f (0) + $ M(M) [ S (e_i° 4“)] Re Л<Ш) l/ (peW)1 d0’

z = reitp,

и (r^) = -J- м(и) [p (cp - 0, 4r)] \u (p^)] dQ, 

о
O^r<^p, 0<p2л.

В обобщенные интегральные формулы Коши, Шварца и Пуассона, уста
новленные в (3_5), входят функции видаС(м) (z; со), 5<ы) (z; оз), Р & (ф, г; оз), 
/(Ш)(ре,е; 65), Н(Ш)(ре’9; 65), f,(w’(peie; 65). С учетом рассмотренных выше 
операторов легко видеть, что С^(ге**;  w), S(a> (гегф; оз), Лы)(ф, г; оз), 
/(m)(peie; 65), u(m)(pei9; 65), /($ (рег0; 65) есть соответственно

^•“)[5(rei’)], Л^“>[Р(ф, г)], 7V(“:7’[/fpef9)],
ЛГ(“; и) [н(ре’0) ], Л’'а; и)[f(a)(,ре’в) ]. Поэтому, например, найденные в (э) об
общенные формулы Коши, Шварца и Пуассона, которые будем называть 
обобщенными формулами Коши, Шварца и Пуассона, ассоциированными с 
данными системами функций сщ(#) Q, j = 1, 2,. . ., т; 657(ж) е Q, 
j = 1, 2,..., т, перепишутся соответственно в виде

m = $ ^“;м) Ие"в yv(“;“) [/(p£?iS)1 d0’

z = reiv,

f(z) = ihnf (0) + ~ J N{ w) Re [/ (pe’9)J <W,
121 <p 0

z = reic?,

и (reb) = _JL jj дД“;“) \P |ф __ 6j “) [u (регв)1 d0,

6
O^r<)p, 0<1ф<;2л.

Подобно этому надлежащим образом перепишутся как обобщенные- 
формулы Коши, Шварца и Пуассона, установленные в (4), так и обоб
щенные формулы Коши, Шварца и Пуассона, установленные в (5).

Московский областной педагогический институт Поступило
им. Н. К. Крупской 26 XI 1971
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