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В работе вычислен главный член асимптотики собственных чисел опе­
раторов вида

Q = ФТ = [ [ 9 (ц - Е) Е (dp) ТЕ (dE), (1)
к к

действующих в гильбертовом пространстве Ж. Здесь 0—положительно­
однородная порядка а > 0 эрмитова функция в РФ, С “-гладкая вне начала 
координат. К er R'" — ограниченное измеримое множество, £'(■) — ортого­
нальная спектральная мера в Ж, заданная на К, Т — самосопряженный 
оператор класса р = т(тп + а) ’1.

Теория операторов вида (1) разработана в (*), где указаны также при­
менения этой теории к различным задачам анализа. В частности, теория 
вольтерровых операторов с мнимой компонентой того или иного класса (2) 
естественным образом вкладывается в схему двойных операторных инте­
гралов (1).

И. Ц. Гохберг и М. Г. Крейн доказали важную теорему об асимптотике 
спектра вещественной компоненты вольтеррова оператора с ядерпой мни­
мой компонентой Т ((2), гл. VII). Эта теорема эквивалентна вопросу об 
асимптотике спектра оператора Q при К — [0, 1] и 9(A) = I sign Е Заме­
тим, что для этой функции а = 0.

Мы рассматриваем однородные функции порядка а > 0 п показываем, 
что для них имеет место соответствующий аналог теоремы II. Ц. Гохбер- 
га — М. Г. Крейна. Последнюю теорему, таким образом, можно трактовать 
как предельный случай для ряда рассмотренных задач. Отметим, однако, 
что сама теорема И. Ц. Гохберга — М. Г. Крейна не следует из наших ре­
зультатов.

Доказательство приводимых в заметке результатов следует схеме 
статьи (3). В (3) получена асимптотика собственных чисел симметричных 
интегральных операторов Q вида

((+) (я) = 9 (ж — у) Т (х, у) и (у) о (dy) (2)
К

с гладкими ядрами Т (х, у), действующих в (К) — пространстве квад­
ратично суммируемых на К по мере о вектор-функцпп размерности г<Соо.

В настоящей заметке аналогичный вопрос рассмотрен для существенно 
более общих абстрактных операторов вида (1). Мы применяем новый спо­
соб получения точных оценок сингулярных чисел оператора Q, основанный 
на результатах нашей работы (4) о пснормируемых идеалах кольца огра­
ниченных операторов в Ж. Нужные нам при этом оценки спектра модель­
ных интегральных операторов взяты из (5). При выводе формулы для 
асимптотики мы опираемся па результаты (3) об операторах (2).

2. Через {^(А)}£+ (соответственно {Zft(A)}£=i) обозначается последо­
вательность сингулярных (собственных) чисел вполне непрерывного опе-
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(4)

(5)

ратора А. Класс операторов А, у которых IMIIZ = 3 < ф°°
К=1

(р > 0), обозначен через ®Р. Как показано в (4), при р <. 1 Ф. — Фпро- 
странство с метрикой ||4t— ^42||РР. Нам потребуются некоторые результа­
ты о представлении ядерньтх операторов интегральными (см. (6)). Пусть 
гильбертово пространство Ж разложено в прямой интеграл гильбертовых 
пространств

Ж ( Ф Jgb.o (с?Х) (3)
к

так, что проектору Е(A) (A cz К) отвечает оператор умножения на ха­
рактеристическую функцию Хд(Х) множества А. Тогда ядерному операто­
ру Т отвечает в разложении (3) оператор-функция (регулярпзованное 
ядро) 71(Х. ц) : которое определено при о-п.в. X и о-п.в. pi. В част­
ности, при о-п.в. X определено диагональное значение ядра Г(Х, X).

Л е м м а 1. Если Т е р 1 то при о-п. в. X Т(X, X) е и

f ||Т(Х, X) ||> (ЙХ)ф||Т|)р.
к

3. Теорема 1. Пусть Т е®„ р = m(mф а)-1.
Т огда

sup Жр -sn(Q)s^ С \]Т\\Р, С = С(0).
п

При q > m(m ф а)-1 преобразование Ф: T^>-Q непрерывно действует 
в <5q.

Основную роль при доказательстве теоремы 1 играет неравенство

°° s М)
sup 2 i . L. (A} x sup re • sp (4) (6)
X>0 Ж ОС n

(знак X означает двустороннюю оценку). Функционал в левой части (6) 
определяет метрику в множестве операторов А, у которых sup n-snv(A) -Z 
< ф оо (см. (4)). Тем самым доказательство теоремы 1 сводится к про­
верке оценки (5) на одномерных операторах Т = (■, ср)ср, ||ср|| = 1. Для 
таких операторов Т неравенство (5) (с постоянной С, не зависящей от ср) 
следует из результатов (5) ■

Пусть

9g) = Iim (1 — | х |2 г-2)8 0 (х) e~ix^ dx

(s достаточно велико), у+(0) = (2л)-'" mes {g: ±б(£) > 1} (3). Пусть 
Агф*?) = 2 — функция распределения положительной и от-

рицательпой частей спектра самосопряженного оператора Q. Имеет место
Теорема 2. Пусть Т = Т* е <SP, р = ш(тп ф а)
Тогда существует

КтФфеф)) = хфТ). (7)

Постоянные х±(Т) могут быть вычислены по формулам

Ф- (Т) = у+ (0) f Sp [П (X, X)] ШР dK - (0) f Sp [Г? (X, X)] cZX. (8)
к ' л к "

В (8) Т± (X, X) — положительная и отрицательная части диагональ­
ного значения регуляризованного ядра оператора Т в разложении (3). Схо­
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димость интегралов в (8) обеспечена неравенством (4). Отметим, что в (8) 
входит только абсолютно непрерывная часть спектральной меры £ДА). 
Формула (8) для интегральных операторов (2) была получена в (3).

Замечание 1. В теореме существенно, что показатель однородности 
а > 0. Попытка применить наш метод для получения теоремы И. Ц. Гох- 
берга — М. Г. Крейна (случай а — 0, т = 1) дает лишь следующий более 
слабый результат.

Пусть Т — Г' е= <39, q -< 1, н
1 1

Q = j j i sign (p — Л) E (dp) ТЕ (dk).
о о

Тогда
1

lira tNp (dk) ТЕ (9)
/—о л •'0

Напомним, что в теореме И. Ц. Гохберга — М. Г. Крейна доказано сущест­
вование предела (9) для Т е

Теорема 3. Пусть Е(-), Е(-) —две спектральные меры на К, 
Т ее р ~ m(m + а)-1 и

Q = j f 0 (р — Л) Е(dp) ТЕ (dk).
к к

Тогда существует конечный lim ri!psn(Q~).
П—>ОС

Для этого предела можно написать формулу, аналогичную (8), которую 
мы здесь не приводим.

4. Из теоремы 2 вытекает следующий результат для интегральных опе­
раторов.

Теорема 4. Пусть Т = Г’ебр, р = го(т+а)_!— интегральный 
оператор в k'? (К™) (Кт — единичный куб),

(Ти)(х) = I Т (х, y)u(y)dy, (10)
Л

и Q — интегральный оператор в (Кт) с ядром Q(x, у) ~ 
= 0(ж — у)Т(х, у).

Тогда

lim EN'riQ) = lim |у+ (0) j Sp [Т1^ (ж, ж)] dx (0) j Sp [7t_ (ж, re)] d.zj , 
^“*0 8->0 _

(11) 
7Д(ж, у) = d2m j f T(t, s)dtds,

ДД8> д>

Ax(6) —куб с центром в x и ребром б. Если, ядро Т(х,у) непрерывно, то 
в (11) можно выполнить предельный переход под знаком интеграла.

Теорема 4 обобщает результаты (3). Условия гладкости в (’), наложен­
ные на ядро Т (х, у), заведомо обеспечивают принадлежность оператора Т 
нужному классу ®Р.

5. Из теоремы 2 непосредственно следуют результаты для тригономет­
рической проблемы множителей в 1Р (см. (*)). Пусть К"’ — единичный куб 
в 7?'" и функция (Дж) е С” (Я” ), (Дж) = 1, х е Кт\ (Дж) = 0, хбЕлК'”. 
Через 01 (ж) обозначим периодическое продолжение функции (Дж)0(ж) на 
R"’. Пусть с= {су} eZ;, (k = (kh . .. , к,„)) и /(ж) = скегкх, x<=R’". 
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Рассмотрим последовательность d — {dk} коэффициентов Фурье 0i (ж) • 
•/(х). Преобразование Т: с —> d называется преобразованием множителей. 
Через d , (п = 1, 2,. . .) обозначаем перестановку чисел | dh | в невозрастаю­
щем порядке.

Теорема 5. Пусть с — {с>;} е Z„, р = m(m -Ц a)_i, d = Т,.
Тогда существует конечный lim nifpdr- При q > m(m + а)~‘ опера-■п—>^

тор Т непрерывно действует в 1:).
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