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Статья посвящена исследованию уравнения

а

т(х) = (х — а)1+а(Ь — х)‘+^, 0 < а, (3 < 1,
(1)

в классе Н^; и(х) е Нй°, если и(х) принадлежит классу Гёльдера М. 
ии(а) = и(Ъ) — 0.

Сначала установим существование решения уравнения (1) при малых 
| А |, затем докажем существование решения при любом вещественном А.

Лемма. Пусть функция f(s,u) определена при а s d Ъ, —к
и к и удовлетворяет условиям

I/(si, и,) — f(s2, и2) | В [ | $! ■— s216 -1- | Mi — u21 ],
ь

r r '(s)((s -x) ds<= s’ max{a, ₽}<5<1;
a

и (x) s , если u(x)
Тогда оператор

e #5° и |l и || с к, и (г/, о) каъ.

Au^%r(x)\ ds

а
переводит класс Ъ в себя при /С1 + сВ (2 + к) ’ где с — константа.

Доказательство леммы основано на том, что оператор

5,1 ~r w S г сиД ч118
а

действует из Яв° в ограниченно (3).
В классе H°,s введем метрику

ъ
Рьр(р) (м, у) = р (s) I и (s) — V (s) |p tZs| ,

''a

p(j)= (^.,"4 _,)»»- • 1<р<^пДе|. йИ-
Тогда в силу мультипликативного неравенства X. Ш. Мухтарова (3) 

bl|C[a,b]^^(/)ll/||k;[(l,br р>1, 

(2)

989



получим полноту класса Нк,s в метрике (2). Далее, применяя теорему 
Б. В. Хв'еделидзе (5) с весом pi (ж) = (ж — (г)а(р_1) (Ъ — ж)^р_1), для опера
тора А имеем

Plp(p) {Au, Av) < Ср | к, I Рпр(р) (и, и), Ср = const.

Откуда следует, что оператор А является оператором сжатия в ПРИ

Если перейти к пределу при к -> оо, то имеет место
Теорема 1. Пусть функция f(s, и) определена при а с-"' s ’Т- Ъ, —оо ■< 

<' и < оо и удовлетворяет условиям
|/(sb щ) — /(s2, и2) | /?[ |$i — s2|s Д- |lli — u2|],

ь
r Д~ ds е Н°ъ' max {а, ₽} < 6 < 1.

а
Тогда уравнение (1) имеет единственное решение и* (х) е Нъ° при

• f 1 1 1I^KmmJ^, —).

Опираясь на теорему 1 и используя результаты (*), докажем следующее 
утверждение.

Теорема 2. Пусть функция j(s, и) определена при а .s Ь, 
— оо < и < оо и удовлетворяет условиям

|/(Si, щ) — f(s2, и2) I sg В [ IS1 — s218 + I Щ — и21 ],

| /и («1, W1) — f'u (s2, и2) I < В' [| — sz Is + I иг — м21],

| /и2 (^11 МД /иг (-S’, U2) | В [| .S'-£ S2 I + | “1 ^2 |11

r (*) $• r^)((^ - Ж) ds emax{a, ₽}<6<1,

o) = /;(&, o) = o.

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение в НФ при любом 
фиксированном вещественном параметре к.

Доказательство. В дальнейшем все постоянные, не зависящие от 
к н и(х), будем обозначать с. В пространстве Нф введем норму

II11| = II / ||c[a> b] + sup = || f ||c b] + H. (/),
1 J оо о L

где и(/, о) — модуль непрерывности функции f(x) на [а, &]. Легко заме
тить, что если и (х) е Нъ, то

||/ (s, и (в)) ||< с (1 + || и ||), || f'u (s, и (s)) IK с (1 + || и ||),

||/u2(s, u(s))[Kc(l + IK ||).
Запишем уравнение (1) в операторной форме

Ж«)=0, (3)
ь

F (X, и) = и (ж) - кг (х) ds.
а

(Под решением уравнения (1) будем понимать неявную функцию, опреде
ляемую из (3).)

Пусть при к = /,0 > 0 решением уравнения (3) будет функция и0(х) е 
£= Z/Д Используя условия теоремы 2, легко доказать, что оператор F (Л, и) 
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имеет дифференциал Фреше в каждой точке пространства Я&°, причем 
ь

, г> /„ (s, и (s)) h (s)
Fu (X, и) h = h (ж) — hr(x) _ ж)— ds.

a

Покажем, что оператор Fu'(k, и) имеет обратный. С этой целью рас
смотрим линейное сингулярное интегральное уравнение

С (s, и (s')) h (s)h (*) - lr & J r(s)(s-g) - ds = S (*),' (4>
a

где g(x) e Нъ°. Введя обозначения hi(x) = h(x) / r(x), gl(x) = g(x)/r(x). 
представим уравнение (4) в виде

с / (s, и (s)} hi (s)Л1W — Ц------------------------- ds = g^x). (i)

Из (3) следует, что gi(x) e Я(1+а)_5, (1+f)_e>8. В силу условия теоремы 2 ин
декс уравнения (4') равен нулю и, следовательно (2), решение уравнения 
(4х) имеет вид

К W = -^гг + —пЛ 4 о. “И» OC.W ds
1X7 v (х) 1 z (я) .1 v (s) (s — х)

Значит,
hr (х) Г f'u (s’ и (»)) z (s) g (s) 

z(x) J v (s) r (s) (s — x) 
a

ds,

___  |b
ф) = 1 + л2Х2/„(а:, u(z)), z (x) = Y» (x) еГ(ж), Г(ж)=2^г5 In G (s)

s — x

(5>

ds.

Учитывая, что fu (a, 0) = fu'(b, 0) = 0 и используя неравенство

а
получим

||lK(X, + хфУи{х> “М- (6>
Пусть Т — множество тех функций из Нъ°, для которых ||п|| ||и0И + 1.

Тогда из (6) и из равенства
1

f’u. (s, и (s)) — f’u (s, ua (s)) = [u (s) — u0 (5)] J /"2 (s, u0 (s) -J- г [и (s) — m0 (s)]) drf
0

получим для любого и (х) (= Т



Определив константы 6 и s равенствами

(?)
1

е = е (к0, fl ua II) = min {1,-------------- -------- . ..-и 1,
V ° " 0117 I 1 ч-Хг>/? (Хо, II wo ID е ХоМ J

можно показать, что если % и и(х) удовлетворяют неравенствам
|Х — Хо| < 6(Х0, lluoll), ||u — u0|| < e(Xo, UM),

TO

II \?u Ao» wo)l \FU А» u) Fu (Xo, u0)] К
|| [F'u (Xo, и,,)]-1 F (X, u0) || < VaS,

т. e. условие теоремы о неявной функции (4) в формулировке (') выполне
но. Поэтому при X = Хо + 6(Хо, IIHoll) = Xi уравнение (3) имеет решение 
Ut(x) е Нъ°, для которого Hill — uJI < e(Z0, ||w0||). Продолжая этот процесс, 
получим

Хо < < Х2 < ... < .
и соответствующая последовательность решений (3) и0 (х), (х),...
...,ип(х) из Нц°, обладающие свойствами %„+1 = Л„ + б(Л„, ||Нп||), 
]]н„+1 — un|| < е(Л„, ||uj|), п = 0, 1, 2,... Если lim Хп = сю, то теорема до- П~>с?о
казана.

Пусть lim = I = оо. Тогда, рассуждая так же, как ив (1), мы прихо- 
П—>00

дим к тому, что I удовлетворяет неравенству
Z-o ~Ь ^Ао Ъ (8)

где М и d — константы, не зависящие от X и и (х).
Из (8) следует, что при

К = Хо + М Ао = щ I
уравнение (3) имеет единственное решение и* (х) е IF0.

Повторяя предыдущие рассуждения и беря вместо л0 число < I, и
продолжая этот процесс, получим возрастающую последовательность

Нп + FI/Цп. Z, (9)
где

Цп ~ Hn-l — -17/Цп-т. (9')
Отсюда

limpn — (Ю)П—»ОО
Еслп перейти к пределу в (9'), то

ц = н. + М / цА
Следовательно, ц = оо, а потому, в силу (10), и I — оо, что противоре

чит конечности I.
В заключение выражаю искреннюю благодарность X. Ш. Мухтарову за 
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