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1. Задача последовательного оценивания, которую мы рассматриваем в- 
настоящей работе, заключается в следующем. Пусть Xt, Х2,. . . , Хп,... — 
последовательность независимых случайных величин с общим распределе
нием Рв, содержащим неизвестный параметр 0. Будем считать, что Рв аб
солютно непрерывно по мере Лебега,

dPe / dx = f(x — 0), x<=R\ 0e7?‘,

и для какого-нибудь а > 0

Eq | Х± — 0 |а = J | х |а/ (т) dx Х'' ОО.
— 00

Процедура оценивания такова. Задаются
1) Момент остановки т — случайная величина с целыми положитель

ными значениями такая, что события (г = п} измеримы относительно- 
(Xi,. . . ,Хп) и Ре{т<оо}=1; 2) последовательность статистик
d = {di(Xi).... , dAXi, ..., Xk), . . .}. В качестве оценки для параметра 9 
принимается случайная величина dT(Xf,..., Хт). Следуя ('), будем на
зывать пару [d, т] планом последовательного оценивания.

Статистику t(Xh ..., Хп) будем называть правильной, если при всех 
вещественных с t(Xt + с,. .. , Хп + с) — t (Xt, . . ., Х„) ф- с.

Момент остановки т назовем инвариантным, если события {т — п} 
измеримы относительно Х„ — Xt. . . ., Х2 — Xi, н > 1.

Наконец, план последовательного оценивания [d, г] будет называться 
инвариантным, если момент остановки т инвариантен, а все статистики 
dk(Xt, . . . , Xk), d= {dj являются правильными. Ниже мы будем рас
сматривать лишь инвариантные планы. В задаче оценивания параметра 
сдвига такое ограничение представляется достаточно естественным.

Выберем ь качестве функции потерь функцию га(и, 0) = |и— 01 “, 
а 1; тогда функция риска при истинном значении параметра 0 и плане 
Т — [d, г] есть Ra(T, 0) = E0|dt(X1, . . ., XT) — 0|“. В силу инвариантно
сти плана Ra(Т, 0) = Ra(T, 0) = Ra(T).

В настоящей работе мы стараемся выяснить, какой асимптотический 
выигрыш может принести употребление инвариантных последовательных 
планов, подчиненных ограничению Еет п, в сравнении с планами по
стоянного объема п (т = п), когда п->-оо. Эта постановка задачи заим
ствована нами из (*)• Инвариантность позволяет уточнить ее.

Именно, среди всех правильных оценок .. ., XT) существует наи
лучшая оценка (-Х4,. . ., Хп) = f „, для которой Ее 11„ — 01 “ = 
= min Ев 11(Xt,.. ., Хп)—©р. Оценка t„ называется оценкой Питмена,.

Она определяется из соотношения
оо п со п
f | tn — и |а / (Xj — и) du = min i | s — и [[ / (Ху — и) du.
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Таким образом, надлежит изучить поведение при оо отношения

где infimum берется по всем инвариантным планам Т = [d, т] с Е0т п.
2. Рассмотрим случай, когда информационное количество Фишера

оо

J = £
/ (я)

— оо

(Здесь и ниже по определению полагаем |/'(^) |“/ (/(ж))& = 0 в тех точ
ках х, где /(z) = 0, а > 0, р > 0.) В ряде работ доказывается, что в слу
чае конечного информационного количества последовательные планы 
асимптотически не лучше планов постоянного объема (см., например, ('), 
где рассматривается ситуация, более общая, чем наша). Сформулируем 
сходный результат.

Теорема 1. Пусть функция f(x) абсолютно непрерывна и удовлет
воряет следующим условиям:

1) для какого-нибудь числа р > 0

2) для какого-нибудь числа у > 0 при Л 0

С /' {т. + h) 
£ /УИ + А)

/' И)
Vf (z)

2

dx = О (/И).

Тогда

lim inf
n-> оо T

где inf берется no всем T = [d, т] c E0t n.
3. В этом пункте мы рассмотрим плотности /(ж), имеющие конечное, 

но положительное число разрывов первого рода (скачков), расположенных 
з точках Xi,.. . , xr, г 1. Положим pt = f(xt + 0), q< = /(х; — 0). Будем, 
кроме того, предполагать, что функция /(х) имеет ограниченную вариа
цию и для какого-нибудь числа у > О

IГ 11+7
(У (И)7

dx оо.

Известны примеры плотностей с разрывами первого рода, для которых 
последовательные планы существенно выгоднее планов постоянного объема 
(равномерное распределение на отрезке \х — 0|=С ’/г, см. (3_!)); сущест
вуют также примеры плотностей, для которых последовательные планы не 
более выгодны, чем планы постоянного объема (например, f(x) == О, 
.г < 0; f(x) = е~х, х > 0, см. (6)). Наши теоремы 2, 4 позволяют разли
чить, для каких плотностей имеет место первый или второй случай.

П П оо

Положим (к) = П/ — 4г) / П/ (хз)> (и) = Zn (u) / Zn(u)d,u,

В условиях п. 3 случайные процессы qn(u) сходятся при n^-оок некото
рому предельному процессу q(u). Процесс q(u) полностью определяется 
чпслами р^ qt; его точный вид указан в заметке (7). Пусть, наконец,
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А (fl) = Д =
co

inf f |s — u\aq(u)du. 
SE Я1 _£q

+ 00

Положим bn = f \tn—u\aqn(u)du
— co

и рассмотрим следующие планы.

План I. Полагаем d={t^,

План II. Снова d = {t J. по т = min р.: b, гП-1 л1/(а+&)
0 7.

к
—— Е0т

Для обоих планов lim —— «С 1.
п ь

Теорема 2. Пусть выполнены условия, указанные в начале п. 3. 
г

Пустъ, кроме того, либо РЛр-Т= О» либо не все разности р> q одного 
i=l

знака.
Тогда для плана I

lim
п

(1)

для плана II

lim
п

Е0 I С - 0 Г Е“+1 дТ(«+1)
-®-Ц------- L < v -A------ < 1 , а > 1 ■
е9Н„-6|“ Е0Д

Примеры. 1) Пусть S РФ = О, a S Pi = S (fr — Р- Тогда слу
чайная величина А имеет распределение на (0, оо) с плотностью р2хе~р* 
и Ее Д1/а / (ЕеА) = 2“ / Г (а + 2).

2) Пусть X, распределены равномерно на \х— 0|^ 'А. Тогда план I 
совпадает с оптимальным (см. (5)) планом T = min{&: 1 — rh^.2/n}, 
rh— размах (Xf,. . . , Хп). Левая часть (1) равна в этом случае */з, ее 
оценка — правая часть (1) — равна 4 / Г (4) = 2/г.

Теорема 3. В условиях теоремы 2

lim inf 9) > _ ( 2а Е° А
— т Е0|1П— 0|“ 2а + 1 \2а + 1/ Е“Д2 ’

где infimum берется по всем Т = [d, т] сЕ8т п.
В связи с теоремами 2 и 3 полезно отметить, что Ее 11„ — 61а ~ Ео Л / па. 
Теорема 4. Пусть выполнены условия, указанные в начале п. 3. 

Пусть p,qi = 0 для всех i и все разности р; — q, одного знака.
Тогда

lim inf —--------- = 1.
" Т Е0|1п-О|я
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