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ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ АЛГОРИТМАХ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 18 X 1971)

Рассмотрим сингулярный интеграл
UmA ( 1^, 1е,. (1)

1 Л1 .1 т — t . . Я1 ? т --1
Y £->0

где у — окружность единичного радиуса с центром в начале координат, 
бе — часть у с центром в точке t и длиной е. Известно (*), что при весьма 
общих предположениях относительно /(f)

2“ 2.л
Уф = /(0, ф(0 - g(0)ctg^d0,

о о
(2) 

t = eiX°, т = <70, g(0) = /(eie).

Пусть F — класс функций /(i); Y — класс функционалов, определен
ных на F; М — множества алгоритмов в смысле Маркова и R = R(f, А, 
{фу}1Л, £) —результат приближенного решения уравнения Уф = / при 
помощи алгоритма А М использующего информацию об /, заданную не 
более чем N значениями ipv (/) функционалов е V. Введем обозначе
ния по аналогии с (2) :

v (J, Л,ГЖ}^) = р (Ф, R), 
v(F,A, ) = sup v (f, A, {i|Mf), 

/eF

v (F, M, {i|5„}f) Д ШГ)’

^(F,2W,T) = infn(F,M,{^}f), (3)

v (F, = inf v (F, A,

»n (F, XF) = inf v (F, {4\}f), 

vN (F) = inf V (F, ipjf).
W?

Здесь р(ф, R) означает меру погрешности точного решения ф, 
a v(F, {1|\}1Л) и vN(F) —соответственно нижнюю грань по всем алгорит
мам и по всем способам задания N функционалов.

Алгоритм, для которого достигается v(F, {ф,}1®), назовем оптималь
ным. Если v(F,A, {ipv}iw) lv(F, {i|\}iv)^l, когда N->■ oo, то алгоритм A 
назовем асимптотически оптимальным. Условие v(F, A, {4‘v}iv) / 
/ v(F, {ij\}iA) const при N-^oo будет означать оптимальность по по
рядку алгоритма А. Подобным образом нетрудно определить понятия оп
тимальных алгоритмов на данном множестве М, а также понятия опти
мальных множеств функционалов {ipv}iiV.
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Будем сначала считать, что f(t) задана в N точках
fv=exp(j^-v), v = l,...,N, fv = f(Q, Y = Т\

и совпадает со множеством функционалов вида ф» = /(тд), Tvey; 
р(ф, Я) =max|(p(i) — R(f, А, {Д}Л t) |.

t<=4
Теорема 1. Пусть F == Н(Са, а) — множество функций, удовлетво

ряющих условию Гёлъдера с показателем а и константой С,,: 
|/(£(>)) | Са|0о_0(2)|5 о<аС1, i(s) = exp(i0(s)) еу,
5=1,2, где аиСане зависят от f <=Н(Са, а).

Тогда справедливо соотношение

(4)

причем асимптотически оптимальным будет алгоритм, основанный на вы
числении R по формуле

N
, f. 2л л \ \\

в которой : exp u — V--и означает суммирование по
->=i

всем v =/= s ,± 1, s; t е Zs+y2 а у.
Доказательство. Для получения необходимой оценки v(H(Ca, а), 

{Л}1") снизу построим функцию
Г(О = ?*(0) =

' Са 00 — 0v)“, 0 ЕЕ (0v, Ov + л/N), 0v = (2n/W)v,
Са (0.J+i — 0)а, 0 ЕЕ (0, + л/N, 04+i), v = 0,. .., [N/2] 1,
- £„(0-0,)“, 0G(0v,0v + Л/N), 0, = (2л/Лг)с,

. — Са (0J+-2 — 0)а> 0 ?Е (0Ч + Л/N, 0v+i), v = [N/2] , . . . , N 1.

Нетрудно убедиться, что /,* = g* (0V) = 0, v = О, 1,..., N— 1, и 
g* (0) е Я(Са, а). Положив ср* (Z) = Sf* и проделав ряд элементарных вы
кладок, получим

721-1 ' р3 [ 5
шах | ср* (i) | > | ср* (0) 
lev

(0-0,)“
0 dQ +

0-j+1

$
(Х/21-1

(?)
V=1

.4 с учетом лишь главного членаТак как для любого алгоритма
и (И (Сс. «). .4. {Л.}Х) > max (и (/’, Л), ), и (- А, {- /‘v }*)} >

У. -у с - \ г 2С° ( у “ ln N
0 л (а 4- 1) \ N / (8)

то и нижняя грань по всем алгоритмам с той же оговоркой не меньше
2С

л (а + 1) Для получения соответствующей оценки сверху

0

О

а / сг 1а(-1 '"«■

22



оценим sup max | Sf — R |. He ограничивая общности, можно считать, что 
feH(Ca,a) tev

cz у. В результате с учетом лишь главного члена

В случае а = 1 никакая сетка N узлов на у не может дать лучшей оцен
ки погрешности по порядку относительно N.

Теорема 2. Справедливо соотношение

к.у(Я(С1,1),Т2) = С1.0(-^-) . (9)

Теоремы 1, 2 означают, что обычные способы приближенного вычис
ления сингулярных интегралов (3), основанные на формуле

s/~S(7), (10)
где полигон

7 (0 = 7+1 't -~t • + 4 -2 tv ’ e 7, 7+1, 7 = exp , (11)

пли на формуле

= (12)
0 — n

n |n
Un (J, 0 = S «77 ak = 2V+1 • S M'~7 C = exp (i ,

(13) 
являются оптимальными по порядку в классе Н(Са, а), 0 < а < 1, среди 
всех алгоритмов и в классе H(Ct, 1) среди всех алгоритмов и всевозмож
ных способов выбора N или 2п + 1 точек на у, в которых заданы значе
ния f. Следует еще заметить, что соотношение (9) справедливо в более 
широком классе функций Зигмунда z(Ci):
|/(7) + /(7)-2/(^±^)jsCC'1|91-e2|, ^gY, 7 = А *=1,2. 

Метод, примененный при доказательстве теоремы 1, позволяет полу
чить аналогичные результаты и во многих других классах функции.

Теорема 3. Пусть F = H(Cr, 1)—множество функций, (г—1) + 
производные которых по 0 входят в Н{СТ, 1).

Тогда
= , (14)

причем оптимальным по порядку будет алгоритм (12), (13), когда 
2и + 1 = N. При г = 2 оптимальным по порядку будет также алгоритм 
(Ю), (И).

Для доказательства достаточно, с одной стороны, построить пример 
функции

/г* (0 = 
2VTrMr(0-0v)r(e,+i-0)r, 0 е (б„ 0,+1), V = о,41-1, 

. -N:'CrAr (0 - 0,Г (0V+X - 0)5 0 GE (7, 0,+1), V = [4 j , • • • , - 1,

(15)
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i де A r выбирается так, чтобы /2* (t) ^Н(СГ, г), и показать по аналогии 
с доказательством теоремы 1, что | Sf2 | = С,.-О , и, с другой сто

роны, воспользоваться известным результатом (3) о том, что 
\Sf — S (Un (f, t)) I = Cr-0 I—^r-1 . При r = 2 известно также, что

|5/-5(7)| = С2-(?(-^') .
Аналогично можно рассмотреть классы функций FP, с, аналитических 

в кольце 1 / р |z| р, р > 1, и ограниченных в нем по модулю констан
той, си Gv, аналитических при любом z и обладающих свойством 

max|/(z) | sg A„exp[(v + е)р], v > 0, е > 0. Можно ожидать, что 
1/Р<|2|<₽ . q

=с’С’(-7?-) и = 1плф
однако мы не будем на этом останавливаться.

Рассмотрим теперь кратко случай другого совпадающего со
множеством коэффициентов Фурье ак в разложении

оо

—ОО у

а также более общий случай ,р(ср, R) = 11'Ср — 7?||, где || • || —норма в про
странстве функций.

Известно (4, 5), что при весьма широких предположениях относитель
но /(£)

Sf = ^aktk — 2 aktk- С17)
0 ---оо

Теорема 4. Пусть F = Е — линейное нормированное пространство 
функций /(£), t у, ®ля которых справедливы однозначные представления 

N
(20) и (21), причем наряду с каждой f еЕ в Е входит f — 2 aktk-

—X
Тогда

N
v(E, (ak]-N) = supl|/— 2 сцН| • (18)

teE

В заключение рассмотрим кратко вопрос о минимальном числе ариф
метических действий, необходимых для вычисления любого сингулярного 
интеграла в данном классе с заданной точностью. Применяя формулы 
(12), (13) и алгоритмы быстрого преобразования Фурье (6), будем иметь 
число действий порядка Alog2M, что в силу (4), (9) и (14) нетрудно вы
разить через заданную точность. Можно ожидать, что указанные числа 
действий будут минимальными по порядку в соответствующих классах.
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