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В работе (*) показано, что динамические системы, порожденные дви­
жением материальной точки в областях со строго выпуклым внутрь краем, 
являются К-системамп (2, 3), т. е. устроены аналогично динамическим си- 

.стенам, порождаемым регулярными стационарными случайными процес­
сами (4, “). В силу этой аналогии представляется естественной попытка 
приложить методы доказательства центральной предельной теоремы тео­
рии вероятностей к такого рода динамическим системам.

1. Описание динамической системы. Рассмотрим замкну­
тую область Q, получаемую из двумерного тора в результате вырезания 
конечного числа попарно не пересекающихся выпуклых областей, каждая 
из которых ограничена выпуклой кривой класса С3, причем кривизна в 
каждой точке этой кривой отлична от нуля. Эти кривые в совокупности 
составляют край dQ области Q. Для простоты изложения будем в дальней­
шем считать, что число этих кривых равно единице. Пусть М есть ограни­
чение единичного касательного пучка двумерного тора на Q. Точки прост­
ранства М будем называть линейными элементами (л.э.). М является 
расслоением с базой Q. Естественную проекцию М на Q обозначим через л.

М есть трехмерное многообразие с краем дМ, который образован из та­
ких л.э. х, что л (ж) «= dQ. На крае дМ = n~'(dQ) определена система ко­
ординат (г, ф), где г — параметр длины дуги на dQ, ф — угловой параметр. 
.Мы считаем край dQ оснащенным полем внутренних (по отношению к Q) 
нормалей n(q). В каждой точке q угол ф отсчитывается от n(q).

Введем в М меру it, положив dp = dqd(n, где dq — мера на Q, инду­
цированная метрикой, do — естественная мера на слое S' (q).

Определение 1. Бильярдом в Q называется динамическая си­
стема в М, порожденная движением материальной точки массы 1 по пря­
мой липин внутри Q с единичной скоростью. При достижении края dQ точ­
ка отражается от него по закону «угол падения равен углу отражения». 
Бильярды в областях Q, край которых имеет всюду положительную кри­
визну (при выбранном нами оснащении края), называются рассеиваю­
щими.

Однопараметрическую группу сдвигов вдоль траекторий бильярда обо­
значим {£)}, —оо <z t <Z оо. Она сохраняет меру р (см. (5)).

Обозначим М, — {x^dM: (х, n(q)) 0, где q = л (ж)}, и пусть
т(ж) —ближайший отрицательный момент отражения от края траектори­
ей точки х. Нетрудно видеть, что т(ж) > —оо и при любом х е АТ опреде­
лено прэобразование Тх = ST(X)„o, х ее М,. Введем вЛЕ меру v. Т сохраняет 
меру v и называется производным автоморфизмом потока {5J. Край 
dM, = Г состоит из линейных элементов, касательных к краю dQ.

2. Необходимые сведения из работы (‘). Функция т(ж)
ограничена по модулю снизу, | т (ге) | т0.

Преобразование Т, вообще говоря, разрывное. Оно имеет особенности 
на множестве М, = Т 'Г U Г. Множество 7’~‘Г состоит из счетного числа 
кривых. Предельными точками для этих кривых служат такие точки, в ок­
рестности которых функция т(ж) не ограничена. Число этих точек ко­
нечно.
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Для почти каждой точки х G= М существуют проходящие через нее ло­
кальный сжимающийся трансверсальный слой (л.с.т.с.) и локальный рас­
ширяющийся трансверсальный слой (л.р.т.с.) (см. (*, 5)), причем каждый 
отдельный слой трансверсального слоения имеет особенности. Особые точ­
ки л.р.т.с. любой точки х принадлежат множеству U 5(Г. а л.с.т.с.— множе- 

ству U ‘S’T. Сжимающееся и расширяющееся трансверсальные слоения аб- '5С0
солютпо непрерывны (см. (’,’))•

Измеримое разбиение (см. (6)) £_(£+) пространства М на регулярные 
отрезки сжимающихся (расширяющихся) слоев является ^-разбиением 
(см. (я)) для потока {5,} ({S._(})_ Соответствующие разбиения простран­
ства Mi для автоморфизма Т обозначим .

3. Центральная предельная теорема (ц.п.т.)
Определение 2. Измеримая, существенно ограниченная действи­

тельная функция /, заданная на пространстве Лебега М с мерой ц (см. 
(6)), в котором действует измеримый эргодический поток {SJ, подчиня­
ется ц.п.т., если существует такая постоянная сг > 0, что для любого 
фиксированного числа а, — оо < а < оо;

Т а
lini ррА (j(Stx)dt—Т ])• J Г <~ а !■ — \ ехр (—i/2u2)du,
т I J I 1/ 2л

О —сс

где / = ^ / (ж) dp.
м

Справедлива следующая
Теорема. Пусть действительная функция f, заданная на простран­

стве М линейных элементов рассеивающего бильярда, удовлетворяет усло­
виям:

1) f удовлетворяет условию Гёлъдера с показателем щ > 0;
3) 1Н (/) ~ сТ при Т-+■ со, где

т
(М —/) dt I2 dp, с> 0;

м L о J

3) для любого е > 0 найдутся такие числа Л7(е) и Т(С), что при всех 
Т > Г(е)

Тогда функция f подчиняется ц.п.т. и постоянная о равна у с.
Доказательство этой теоремы проводится методом, впервые ис­

пользованным в (7) (см. также (8,9)) для доказательства ц.п.т. в случае 
геодезических потоков на многообразиях постоянной отрицательной кри­
визны.

Для простоты изложения будем считать, что / = 0. Рассмотрим харак­
теристическую функцию

т т

Фт(А,) = ехрЩ.Ц j C>tx) dt \dp = exp fiX f (Stx)dt\dp.
м ' о ' м ' —T+x '

Тогда при любом т > 0
от

<Рт(А,)= j dp(C0)j exp (a j f(Stx) dt 3- ik j f (Stx) dt\ dp (x\C0), 
M Co 0 —ТЦ-т

где Co — элемент разбиения
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Обозначим через 2Jl(£) о-алгебру, порожденную измеримым разбие­
нием g пространства М. Разбиение М на точки будем обозначать е. Не­
трудно доказывается

Лемма 1. Для любых заданных положительных чисел б1 и б2 найдут­
ся такие множества N, е SDi(£_) и N2 е ЯП(е), что

1) р(М)>1-61;
2) рДА^Со) > 1 — б2 для каждого элемента разбиения £~, принадле­

жащего множеству Ni,
3) существует постоянная K(8t, 62) такая, что при всех т > О

для любых линейных элементов xY, х2 е А’,, принадлежащих одному эле­
менту Со разбиения £_.

В следующей лемме, играющей основную роль при доказательстве 
ц.п.т., устанавливается, что для рассеивающих бильярдов выполняется не­
сколько ослабленное условие локально сильного перемешивания (8, 10).

Лемма 2. Для любых положительных чисел б/ и 82 существует ко­
нечное разбиение пространства М на (k + 1) множество Ао, At,...,Ak и 
постоянная К' (8/, б2') такие, что

1) ii(Ло) < 6/; , и
2) при i = 1, 2,... ,k для любых двух элементов Ct и С^г разбие­

ния и для любого т > О

о
— ехр (г’А. f (S tx) dt^ дц(х\С^-)\<^ КД8г, 82)\к\82,

еде аг — измеримое разбиение множества At, индуцированное разбиени­
ем 'Q~.

Наметим доказательс тво леммы 2. Концы каждого элемента раз­
биения 'Е,~ принадлежат множеству F = U TlV = U Fi . Множество Ff 

i^O i>0
представляет совокупность счетного числа кривых в Mi (*). Множество 
F\Ft разбивает F, на отрезки Р;(Ь). Обозначим через F^'^d сово­
купность элементов разбиения £■?, один конец которых принадлежит F,-,^1’, 
а другой Fi2<k2>.

Найдется такое а0 > 0, что мера множества А?а„, состоящего из элемен­
тов разбиения £~т, длина которых больше а», больше 1 — 1/2б0/, где 60' мы 
выберем позднее.

Выберем теперь из совокупности множеств {F-*1!’a’2')}
m

число множеств В,, В2, ... ,Вт таких, что v (U Л?а„) > 1 — 8о' ■ Из свой- 
1=1

ства абсолютной непрерывности слоений следует, что существует разбие­
ние каждого множества F, f] Naa на конечное число таких подмножеств СД 
что для любых двух элементов С' и С" разбиения (£г_) условная мера их 
канонически изоморфных (см. (5)) подмножеств больше 1 —

Пусть = U Gi- Рассмотрим подмножество G М
i,k

G = {х: х = S_tx^, 0 t max | т (у0) |, х0 ЕЕ Gi).
УоеС . . (.Го) 

конечное
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iks

Возьмем теперь число 6/ столь малым, чтобы p(G) >1 — V46/. Рассмот­
рим разбиение множества G на множества

GiS = {х: х = S_,xQ, shs^t <(s + 1)й, z0 GE G-}, /г <7-^, К = max \f (а:)|. 
хйи

Рассмотрим теперь разность
о

f(Stz) dt

О
— exp (ik f(Stx)dt^ dp, (ж ] C-ks) |,

с” ~хciks

C’iks, C'iks — элементы разбиения £вк.
Из предыдущего следует, что найдутся такие элементы С,/ и Cik" разбие­

ния , что C'iks = StCik' и C”.s = Sl+t,Cih‘', где |f| < h. Возьмем

элемент (Т^8 = Имеем
0 0

Д^с| ехр f(Stx) dt) d\x. (х | Ciks) — exp / (Stx) dt^ X 
./ —т го —т
' iks ciks

о
X dp (ж I С-fes) |Д- exp |Х \ f(Stx)dt^dp (r:|(7-fo) —

Ciks
о

— exp (ik f(Stt:)dtjd\i 0 | C?fes) ^ = Д' + A".
ZlO
Ciks

Воспользовавшись неравенством \e,a — 11 а, получим A" < hK.
Из свойства абсолютной непрерывности слоений следует, что при до­

статочно малом h на множестве слоев N меры, большей 1 — (1/46iz)2, спра- 
. , К’ (б , 6J з

ведливо неравенство А ''---- —— | X | Ц- 62.
2

Положим Ао = М \ U (Gisftn7V). Разбиение пространства М на мно- 
ins

жества Ио, Giah Q N удовлетворяет требованиям леммы 2.
Из леммы 2 методами работ (4,7) выводится следующее неравенство 

для характеристических функций:
I фт (^) — Фт-7 (X) фт (X) | < а (6Ъ 62, di, д') + | X | К (d^, fti, 62), 

где a (6i, 62, 6/, 62z) -*0 при одновременном стремлении к нулю всех ар­
гументов, а функция ^(61, 62, 6/, 62z) ограничена. Из этого неравенства 
следует (см. (8)) утверждение теоремы.
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