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I. Пусть {Х„ /si}, s, i — 0, 1,... , — обратный спектр топологических 
пространств Х{ и непрерывных отображений gsi *.  Рассмотрим обратный 
спектр {У„ gsi) пространств У, и отображений gsi, удовлетворяющих усло­
виям: 1) У0 = Х0, XtCzYi, г 1, 2) Yi+1— цилиндр отображения /i+1,4: 
Х<+1 ->Х;:С Yi, a gi+l, i — ретракция цилиндра отображения /i+i,< (5) на 
основание У,. Очевидно, пространства У; и отображения gi+i,i, удовлетво­
ряющие условиям 1), 2), существуют и определены этими условиями 
однозначно. Из условий 1) и 2) вытекает, что пространства Хо, Xt, • • • , 
а также предельное пространство X»» = lim {X,-, /si} содержатся в предель­
ном пространстве У„ = lim {У,, gsi} в качестве замкнутых нигде не плот­
ных множеств и попарно не пересекаются, dim У; = dim Х; + 1, i 1, 
Уо ст У, ст ... с У»,, причем множества Уо, Yt.. . покрывают пространство 
У» \Хсо, а множества Х4, Х2, . .. разбивают пространство У». Нетрудно 
проверить также, что каждое У, является сильным деформационным ре­
трактом пространства У ос. В дальнейшем мы всюду предполагаем, что 
Хо — одноточечное пространство; поэтому всегда У> — стягиваемое про­
странство.

* В дальнейшем все отображения предполагаются непрерывными.
** Аналогичная конструкция для компактов была построена С. Лефшецом С3), 

а исходным материалом для нее послужили аппроксимационные теоремы П. С. Алек- 
-сапдрова (2). Подобные конструкции имеются также в (6), гл. V, теорема 6.1, и в (13), 
теорема 3.1.

Если Xi— симплициальные комплексы (4), a /i+i,; симплициально ото­
бражают Xi+1 в некоторое подразделение комплекса X,, то У, можно рас­
сматривать как симплициальные комплексы. Пространства комплексов У( 
в метрической топологии будем обозначать через X,. Если пространство X 
всюду плотно в пространстве Х„ = lim {| X,-1, fsi}, где |Х;| — пространства 
комплексов в метрической топологии, то пространство Y„ = lim {Х;, gsi} 
будем называть спектральным полиэдром пространства X (порожденным 
спектром {| Хг |, /si}) и обозначать через X. Единственную точку простран­

ства Уо = Хо назовем вершиной пространства X. Нетрудно проверить, что 
X \ Хо» — полиэдр в обычном смысле (т. е. пространство симплициального 
комплекса в метризуемой топологии), причем X \ X»» — стягиваемое про­
странство.

Предложение 1. Для всякого метрического пространства X сущест­
вует спектральный полиэдр X того же веса, что и X, и размерности 
dim X = dim X + 1 **.

Теорема 1. Пусть f—отображение замкнутого подмножества А мет­
рического пространства У в метрическое пространство X и X—некоторый 
спектральный полиэдр пространства X. Оказывается, что отображение 
j: всегда можно продолжить на У до отображения g: У-э-Х.
При этом можно предполагать выполнение следующих условий:

1) ?(Х\А) sX\X„, причем можно считать, что g(y\A) содер­

жится в подкомплексе К комплекса X \ Х^ размерности dimX^ 
dim (У \ А);
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2) если Ut— окрестности множества А в Y, то g~i(X\Xi) S О);
3) если f — гомеоморфизм и g(x) — предельная точка множества g(S), 

где х е A, S s Y, то х — предельная точка множества S;
4) если f— гомеоморфизм и — локально конечная в Y система под­

множеств F s Y, i = О, 1,..., то пространство X и отображение g можно 
выбрать таким образом, что выполнены предыдущие условия и система 
множеств g(F), F локально конечна в X относительно множества
X \ X;, причем, если пространство X локально конечномерно, то X также 
можно считать локально конечномерным пространством *.

* Под размерностью, если противное явно не оговорено, всюду подразумевается 
размерпость dim.

** .Все пространства в дальнейшем предполагаются нормальными.
*** В ("). определяется трансфипитная размерность DIX)- Из теоремы (12) следует, 

что D(X) — порядковое число тогда и только тогда, когда X— d-пространство, причем 
D(X) — со dep X dim R (X), а из теоремы 2 настоящей работы вытекает справедли­
вость. Предположения из (lz). Некоторые из излагаемых ниже результатов в незакон­
ченной форме получены для пространств со счетной базой также в (16). Уже после 
того, как пункт а) теоремы 2 (см..далее) был доказан автором для пространств со 
счетной базой, Люксембург (17)( стал" рассматривать пространства, аналогичные 
^-пространствам, и получил свои результаты независимо? >.

2 ДАН, т. 204, л: 4

Замечание. Если X — полиэдр, то конус С(Х) над X в метризуе- 
мой топологии является в то же время и спектральным полиэдром про­
странства X. Однако в общем случае С (X) =/= X. Нетрудно проверить так­
же, что отображение /: 4 сС(X) тогда и только тогда можно продол­
жить на Y до отображения g: Y С(Х), когда / можно продолжить на не­
которую окрестность 0(A) в Y до отображения g': 0(A) X.

II. Точку х^Х назовем особой точкой пространства X **,  если замы­
кание любой ее окрестности в X бесконечномерно. Множество всех особых 
точек пространства X будем обозначать через X'. Очевидно, X' замкнуто 
в X, а множество Х\Х' локально конечномерно. Пространство X назовем 
всюду бесконечномерным, если X' = X.

Для любого бесконечномерного пространства X обозначим через 2)(Х) 
максимальную вполне упорядоченную убывающую систему замкнутых в X 
множеств Ха s X, где а — все порядковые числа, не превосходящие неко­
торого порядкового числа у, удовлетворяющих условиям: а) множества Ха 
попарно различны и бесконечномерны за исключением, быть может, одно­
го, последнего (возможно, пустого) множества Хъ которое мы будем обо­
значать также через R(X)-. б) Ха — X; в) Ха+4 — Ха', а < у, г) Ха— 
= П ХЕ, если а — предельное число. Максимальная система 3) (X) опре- 

Е.<а
делена условиями а) — г) однозначно. Порядковый тип у вполне упорядо­
ченного множества 3>(Х) \ {7?(Х)} обозначим через dep X (если X ко­
нечномерно, то положим, по определению, dep X = 0). Из перечисленных 
условий вытекают также условия: д) множество R(X) либо конечномерно, 
либо является максимальным замкнутым всюду бесконечномерным подмно­
жеством пространства X; е) множество X? \R(X) нигде не плотно в Ха 
при а < |3; если R(X) конечномерно, то X? нигде не плотно в Ха; ж) мощ­
ность числа dep X не превосходит веса пространства X.

Определение. Пространство X назовем d-nространством, если 
множество R(X) конечномерно, т. е. согласно условию д) в X нет замкну­
того всюду бесконечномерного подпространства *,  а из условия е) вы­
текает, что всякое замкнутое в X множество локально конечномерно 
с точностью до своего замкнутого нигде не плотного подмножества ***.

Очевидно, для любого пространства X пространство X \ R (X) являет­
ся ^-пространством. Справедливы следующие утверждения:

1) Если слабосчетномерное пространство X (т. е. счетная сумма своих 
■замкнутых конечномерных подмножеств X') полно в смысле Чеха, то 
X — d-пространство.
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В самом деле, если R(X) всюду бесконечномерно, то R(X) — множест­
во первой категории в себе (ибо R(X) —счетная сумма своих замкнутых 
конечномерных подмножеств R (X) П Хг, а всякое конечномерное подмно­
жество всюду бесконечномерного пространства нигде не плотно в этом 
пространстве). Но это невозможно, так как X полно в смысле Чеха, a R (X) 
замкнуто в X.

2) Метрическое d-пространство X слабосчетномерно и имеет слабосчет- 
номерное пополнение Z такое, что Z.t = [Xa]z *,  ci depX, dim R(Z) = 
= dimtf(X).

* Здесь и далее для каждого пространства Z и каждого порядкового числа 
а с' depZ через Za мы обозначаем элемент системы 3)(Z) с номером a; [A]z— за­
мыкание А в Z.

** o(ai,..., a„) — натуральная сумма порядковых чисел сч,..., ап в смысле (*)..

Заметим, что бикомпактное d-пространство У может и не быть слабо- 
счетномерным даже в случае, когда dep Y — конечное число.

3) Открытое подмножество G d-пространства X есть d-пространство 
такое, что множество G ,, Л) ( G ) определено и непусто тогда и только 
тогда, когда определено и непусто множество Ха G, Ха е S) (X), и имеет 
место равенство Ga — Xa[\ G.

4) Замкнутое подмножество F d-пространства X есть d-пространство 
такое, что dep F X) dep X и Fa Ха для любого а dep F.

Если X — метрическое пространство, то это утверждение справедливо- 
для произвольных подмножеств F sX.

Из утверждений 1), 2) и 4) вытекает
Предложение 2. Метрические d-пространства — это в точности под­

множества полных слабосчетномерных метрических пространств.
k

5) Пусть X = [J X1, к < оо, X1 — d-пространства. Тогда X—d-npo-
i=l

странство такое, что dep X о (dep X1. . . . , dep Xй) **.
6) Если в утверждении 5) множества X1 замкнуты в X, то dep X = 

= max dep Х‘ и Х„ = IJ А\Л где суммирование ведется по тем i к, для
i

которых множество Ха' е £Е> (X1) определено.
Для бесконечного числа слагаемых утверждения 5) и 6), вообще гово­

ря, не верны, так как даже счетная сумма конечномерных кубов может 
быть всюду бесконечномерным пространством. Однако справедливо

7) Если X = U Xя, где — произвольное множество индексов, a d-npo-
31

странства Х° открыты в X, то X — d-пространство такое, что Х5 = U ХЕ“,. 
где сумма берется по тем а е 91, для которых множество Х5° е Л) (Xя) 
определено.

Из 5) и 7) вытекает
8) Локально конечная сумма d-пространств есть d-пространство.
9) Если X = G [] F, G, F — d-пространства, G открыто, a F замкнуто 

в X, то X — d-пространство такое, что dep X dep G + dep F.
10) Если X, У — бикомпактные или метризуемые d-пространства, то 

X X У — d-пространство такое, что dep (X X У) cr(depX, dep У) **..  
7?(Х X У) = Д(Х) X 7?(У); если 7?(ХХУ)¥=А, т. е. R(X) А, 
R(У) ¥= А, то dep (X X У) — <r(depX, dep У) {если Z — бесконечномер­
ный бикомпакт, то всегда R(Z) =# А).

С помощью утверждений 5), 7) и 10) можно показать, что для любой 
МОЩНОСТИ Ка, Любого ПОРЯДКОВОГО ЧПСЛЭ Т] < С0а + 1 и любого натурально­
го п существует полное метрическое пространство (компакт, если а = 0) 
Х"п веса Ка такое, что dep Xя" = тр dimfl(Xn”) = п. Из этого факта, усло­
вия яс) и утверждения 4) для метрических пространств вытекает, что 
в классе метрических d-пространств данного веса (компактных d-про­
странств) не существует универсального. Так как согласно утверждениям 
1) и 2) классы полных слабосчетномерных метрических пространств (ком­
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Пактов) и полных метрических d-пространств (компактных d-пространств) 
совпадают, то справедливо

Пре дложение 3. В классе полных слабосчетномерных метрических 
пространств данного веса (в классе слабосчетномерных компактов) не су­
ществует универсального.

11) Для метрических d-пространств малая индуктивная размерность 
indX существует и ind X to dep X + dim7?(X); если размерность Ind У 
существует, то также Ind X со dep X + В(Х), где со — первое трансфи­
нитное число.

12) Из результатов работ (8) и (9) вытекает, что если X — метрическое 
пространство и IndX существует, то dep X < cot.

Воспользовавшись конструкцией теоремы 4 из (1;), можно для любых 
у, Р < соа+1 и п < о) таких, что у со[3 + п, построить метрические про­
странства (компакты, если а = 0) Хтр,! веса такие, что indXv??! = Y, 
depXT₽” = p, diml?(X7?n) = п (в предположении, что метрические про­
странства X веса с- ind X = у существуют *),  и получить отсюда соот­
ветствующее утверждение об отсутствии универсального метрического 
d-пространства данного веса с заданной малой индуктивной размерностью.

* Неизвестно, существуют ли метрические пространства с ind А > «н.
** Для пространств со счетной базой это утверждение доказано в (15).

13) Для компактов Qri Ю. М. Смирнова (’) dep (p“E+n = 
dim R (<2“E+n) = n.

Лемма. Пусть X — метрическое пространство и Ф-вполне упорядо­
ченная строго убывающая система замкнутых в X множеств Ха, где а — все 
порядковые числа, меньшие некоторого числа у. Оказывается, существуют 
открытые в X множества Ua такие, что Ха \ Xa+I s Ua X \ Xl+t, а < у, 
и система множеств Ua, v а < у, локально конечна относительно от­
крытого множества X \ Xv, v < у.

Теорема 2. а) Для всякого метрического d-пространства X веса т су­
ществует бикомпактное расширение В веса т такое, что В есть слабосчет- 
номерное d-пространство и depl? depX:

б) если X— пространство со счетной базой, то можно считать, что В — 
компакт такой, что dep В = dep X, Ха — Д X для любого а dep В = 
= depX, diml?(5) diml?(X) + 1 и множество /й. \ [Ха]в является 
подмножеством локально конечномерного полиэдра.

Следствие. Всякое полное слабосчетномерное метрическое простран­
ство имеет слабосчетномерное бикомпактное расширение того же веса**.
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