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А. ДЖУРАЕВ

К ТЕОРИИ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПО ОГРАНИЧЕННОЙ ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 5 X 1Q71)

Пусть G — ограниченная область в комплексной плоскости z, граница 
которой у состоит из конечного числа замкнутых кривых класса С¥‘, 0 <' 
< v < 1, aj(z), &j(z), Cj(z) — комплекснозначные функции класса C‘(G) f] 
f\Cv(G), a d3(z), e3(z), g(z) — комплекснозначные функции класса CV(G), 
заданные в области G,j = 1,2.

Рассмотрим в’ G уравнение

(1)

оператор,

A(co) = a, (z)co(z) + a2(z)co(z) + &i(z)5(co) + &2(z)5(o) + 
+ Ci (z)5(co) +c2(z)iS’(co) -|- d, (z) T (co) + d2(z) 71(oi) + e3 (z) T (co)

+ e2(z)7’(o5) = g(z),
1 re co (J) dG^ 

где A (co) = —__ ---- сингулярный интегральный
G

1 ее co (£) dGy 
T (co) = — — z----- вполне непрерывный оператор.

G i \Введем в рассмотрение квадратные матрицы второго порядка a(z) — 
- (аА, aAz) = (аА), b(z) = (Ьц), c(z) = (съ), d(z) = (dj, e(z) = (ej= (щ3), a0(z) = (ay°), b(z) = (&i3), c(z) = (ci3), d(z) = (dw), e(z) _ 
с элементами a^—a-^z), a2i — 1, a22 = 0; a J' — a2l° = 0, a2T = —1; 
bfj = bj(z), b2j = 0; c13 = c3 (z), c2j = 0; du = dj(z), d2: 0, вц e3 (z),
e2j = 0, а также квадратные матрицы четвертого порядка

/a(z) —b(z), a0 (z) — с (z)\ /i [a (z) + b (z)J, — i [a0(z) + c (z)J\
0 ) \ao (z) — c (z), a (z) — b (z)/ ’ 0 \i [ao (z) + c (z)J, — i [a (z) -|- b (z)] /

В настоящей работе мы построим теорию уравнения (1) при следую­
щих предположениях: при z е G выполняется неравенство

A(z) = det A0(z) = |«1 (z) — &,(z) — c2(z) |2 —
— |cz2(z) — &t(z) — сДг) I2 =5^ 0

и алгебраическое уравнение относительно X det (P(z)_+ ХЕ) =0, где 
P(z) = 4o-1(z)So(z), E — единичная матрица, в области G не имеет ни ве- 
ществ?енных, ни кратных корней.

Пусть X = X3(z) — корни_уравнения det (jP(z) + ХЕ) = 0 с отрицатель­
ными мнимыми частями в G ImX3(z) <0, / = 1, 2. Обозначим через 

Х(Л (z) = (Х^, Х(/\ %з\ Х^) комплекснозначный вектор, являющийся 
в G нетривиальным решением однородной алгебраической систе­
мы (P'(z) + ХЕ)% = 0 при X = Xj(z), / = 1, 2, а через a(z) = (a„), ₽(z) = 
= (₽о), y(z) = (Ун), S(z) — (б«) — квадратные матрицы второго порядка 
с элементами ai;- = Хуг) (z); = ХЙу (z);
Уи = A_1(z) {dj(z) (at(z) — ЬДг) — c2(z)) — e,(z) (c?2(z) — b2(z) — Ci(z))}, 
Yu = A~‘(z) {ez(z) (ai(z) — bi(z) — Cz(z)) — d2(z) (a2(z) — b2(z) — c^z))},
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Т21 = A_1(z) {ei(z) (Mz) — Mz) — f2(z)) — (z) («2(2) — &2(z) — c,(z))}, 
Y22 = A-I(z) {^(z) (ai(z) — bi(z) —c2(z)) — e2(z) (a2(z) — &2(z) — сДг))};

6u = v2i, 612 = у22 , 62i = Yu, 622 = Y12.
Так как Xi(z) =0= ta(z),ze G, то нетрудно убедиться, что 

_ /«(») P(z)\
detX(z)4=0, zeG, X(z)= . (2)

\P(z) a(z)/

Пусть Xu(z) — алгебраическое дополнение элемента, находящегося на пере­
сечении г-й строки и у-го столбца матрицы X(z) п p(z) = (Щэ), v(z) = 
= (v.j), A(z) = (Ai;), <?(z) = (Qi-) — квадратные матрицы второго поряд­
ка с элементами = %#(г), =-/^j {(z), A;i = /.j(z), Qjj = qj(z) =

= (Mz) 4- i) (Z; — i)~l. An = Qu = 0. f 4= 7. a
A°(z) = (£-HA(z))-M,(z). B°(z) = (E + iA(z))^Bt(z),

2f(z) = (£ + fA(z))-‘A(z), 
где ___

A(z) = (detX(z))-1}{(ax — Л(г)щ — a(z)y(z) — p(z) 6(z)) p(z) 4-
+ (px —A(z)py— a(z)6(z) — P(z)y(z)) v(z)},

B,(z) = (detX(z))-'{ax — A(z)ay — a(z)y(z) — p(z)6(z))v(z) +
-r (px —A(z)p„ —a(z)6(z)j-^p(z)Y(z))p(z)}, ____

A(z) = (detX(z))~1{p(z)/(z) 4-v(z)/(z)}, f(z) = (g,(z), g,(z)), 
gt(z) = (at(z) — bt(z) — c2(z))g(z) — (a2(z) — b,_(z) — ct(z))g(z). 

Дополнение области G до полной плоскости обозначим CG.
Лемма 1. Если co(z) — решение класса CV(G) уравнения (1), то век­

тор cp(z) = (ф15 ср2) с компонентами, равными срДг) = xi'> (z)T(co) 4- 
+ X2W (z)T(ffi) + Хз’ (z)T(a) 4- xF (z)T(&) при z G и фДг) = 7’(coj, 
<p2 (z) = T(й) при z e CG, будет на всей плоскости кусочно-регулярным 
решением класса CV(G) f| CV(CG) эллиптической системы

Ф- — Q(z)(f2 — 4(z)<p — B(z)q = f(z), (3)

исчезающим на бесконечности и удовлетворяющим краевому условию на у 

<P+G) = a(t)(p-(t) 4- р(7)<р-(7), (4)
где A (z) = А° (z), B(z) = B°(z), f(z) = f(z) при z G и A(z) — B(z) = 
= f(z) = 0 при z e CG, a <p+(t), <qr(t) — граничные значения на контуре у 
вектора ср (г) соответственно из областей G и CG.

Обратно, если вектор cp(z) = (ср,, ф2) является кусочно-регулярным ре­
шением класса CV(G) |"| C^(CG) задачи (3), (4), исчезающим на бесконеч­
ности, то функция со (z) =_Фу, где Ф(г) — (detX(z))~‘{xn(z)q)1 4~ 
+ 4-х31(г)ф! 4-х4Дг)(р2} при z^G-u Ф(г) =<pj(z) при z е CG
будет решением класса CV(G) уравнения (1).

Однородное сингулярное интегральное уравнение

А*(х) = щ(г)х(г) 4- a2(z)%(z) 4~ -f- Cix) -f-
+ S (b2% 4- c2%) - T(da 4- Лх) - T(d^ 4- ?2X) = 0 (5)

назовем сопряженным по отношению к уравнению (1).
Легко видеть, что операторы К и К* связаны соотношением

Re JJ % (z) К (со) dGz = Re J J со (z) К* (X) dGz,
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из которого вытекает, что для разрешимости уравнения (1) необходимо, 
чтобы функция g'(z) удовлетворяла условию

Rej‘Jg(z)X(z)dGz = O,
G

где %(z) — решение уравнения (5). _
Лемма 2. Для того чтобы функция %(z) еа Cl(G) f| С, (G) была реше­

нием уравнения (5), необходимо и достаточно, чтобы вектор (z), опреде­
ленный в области G равенством

ф(г) = (Е + tA(z)){[(a(z) — &(z))p(z) + (a0(z) — c(z))v(z)]Q(z) + 
+ [ (a0 (z) — c (z)) ц (z) + (a (z) — 6 (z)) v (z) ] Q (z)}, 

где
Q(z) = fa(z), хД^)), xt(z) = %(z), 

X2(z) =a2(z)x(z) + S(62/ + c2x) — T(di% + e2%), 
голоморфный в CG и исчезающий на бесконечности, был кусочно-регуляр­
ным решением класса CV(G) рСДСв) сопряженной к (3) эллиптической 
системы

—«?(г)ф)г — Л'(г)ф — 5/(г)ф = 0, (6)

удовлетворяющим на у сопряженному к (4) краевому условию

a'(t)(Et'(s) +<?(0ЭД)Ф+(0 -₽7(i)(W) + Q(t)t'(S))^+(t) =
= f(s)i|r(2). (7)'

Доказательства лемм 1 и 2 проводятся с помощью метода, указанного 
в С)-

Краевые задачи (3), (4) и (6), (7) являются специальными случаями 
взаимно сопряженных краевых задач, рассмотренных в (2). Принимая во 
внимание леммы 1, 2 и результаты (2), получаем следующие утверждения.

Теорема 1. Если det а (2) =7^0, t е у, то однородное уравнение, соот­
ветствующее уравнению (1), и однородное сопряженное уравнение (5) 
могут иметь лишь конечные числа к и к' линейно независимых (над полем 
вещественных чисел) решений, а для разрешимости неоднородного уровне- 
НМЛ (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

ReJJg(z)X3(z)dGz = O,
G

где (Xi(z)} — полная система линейно независимых решений уравне­
ния (5)

Теорема 2. Если deta(2j¥=0, t <= у, то для индекса уравнения (1) 
имеет место формула

к — к' = {arg det a (2)}v.

Ясно, что теорема 2 остается в силе также для уравнения К (а) Д- 
+ Е(вз) = g(z), где оператор К определен равенством (1), a F — вполне 
непрерывный оператор вида

F (со) = J J (С, z) со (□ + К2 (?, z) ^)] dGt.
G

Отдел математики с вычислительным центром Поступило
Академии наук ТаджССР 29 IX 1971
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