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ОБ ИНДЕКСЕ ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ОПЕРАТОРОВ В СЕМЕЙСТВЕ 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 28 X 1971)

В работах (4) и (*) было введено и исследовано понятие индекса ком
пактного семейства фредгольмовых операторов в гильбертовом простран
стве; аналогичная теория в банаховом пространстве была построена 
в (6-8).

В настоящей работе изучается понятие индекса компактного семей
ства фредгольмовых операторов в семействе банаховых пространств.

Пусть .5^ — отделимое линейное топологическое пространство. Будем 
рассматривать семейство банаховых пространств X,,.. . , Х„, каждое из 
которых непрерывно вложено в Обычным образом определяются пере
сечение Хо и сумма X пространств Xi,..., Хп:

Хо = {х е Хх П Х2 П • ■ • П Хп}, || х ||0 = max || х ||ъ
1<г<п

п
X = ■) сГ ЕЕ <4 | .£ = 2^1» »

г=1

п

||ж||= inf (Sil Mi)- 
x=Sx{ i=1 
xieXi

В дальнейшем будем рассматривать только такие семейства банаховых 
пространств, у которых замыкание пространства Хо в Х{ имеет в Xt конеч
ную коразмерность для всех 1 гС г п.

Введем некоторые обозначения. 53 — множество всех линейных ограни
ченных операторов в X, переводящих каждое из пространств Хг, i — 
= 0, 1, 2,..., п, в себя. Топология на S3 задается с помощью нормы 

= max • Ф— подмножество S3, состоящее из операторов.
0<i<n г

фредгольмовых в каждом из X,-, i = 0, 1,... , п. § — подмножество из Ф, 
состоящее из всех операторов, имеющих одинаковый индекс в простран
ствах Х-, г = 0, 1,..., п (см. (2)). $8 — подмножество состоящее из 
всех операторов, обратимых в каждом из Х„ г = 0, 1,'. . ., п. $0— дву
сторонний идеал в алгебре 8, состоящий из всех операторов, являющихся 
конечномерными в X,, I. = 0, 1,... , п. ®— замыкание $0 в 53. Через л 
будет обозначаться каноническое отображение S3 на 53/$. Через ®(53 / $) — 
группа обратимых элементов фактор-алгебры S3 / $. Для произвольного 
банахова пространства Е через 53(Х) будет обозначаться банахова алгебра 
всех ограниченных линейных операторов в Е, а через %(Е) —множество 
фредгольмовых операторов.

Для произвольного Т ед(Е) через хЕ(£1) обозначается индекс опера
тора Т: хЕ(7’) =dimX(71) — codim R(T). В дальнейшем вместо х.ч бу
дем писать х{.

Пусть Т — непрерывное отображение компакта U в 8(E). Согласно 
(*, 4), индекс indexE (Т) определяется как элемент группы Х(Ц). Вместо
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index-vj будем писать index;. Через [U, ©], как обычно, будем обозначать 
множество классов гомотопных отображений из Ив®, где © — некоторое 
топологическое пространство.

Естественным образом структурой группы снабжается [U, и полу
группы [11, Ф], [11, 8] и [И, 5(E)]. Имеет место

Теорема 1. Оператор Е е 23 принадлежит 5 тогда и только тогда, 
когда пТ е ® (23 / $).

Отсюда следует, что [U, 5] есть группа для любого дискретного мно
жества U. Но несложно установить, что справедлива более сильная

Теорема 2. Для любого топологического пространства U полугруппа 
[U, 5] является группой.

Т е о р е м а 3. Последовательность полугрупп
[U,$S ] -> [U, Ф] Д К (U) ® 2® К (U)

п+1

точна для любого компакта U. (Здесь i — отображение, индуцированное 
вложением ^>8 cz Ф, а /— определяется по формуле j = index0 ф . . . 
... Ф index„.

Из доказательства теоремы 3 можно сделать ряд дополнительных вы
водов

(I) Если U — связный компакт, то можно определить отображение 
X,: [U, Ф] -^Z (см. (2)). В этом случае можно положить j = index0 Ф 
Ф X; Ф... Фх„ и теорема останется верной с заменой E(U)n+1 на 
E(U) ©Z”.

(II) Если Т-. U —>■ 5— непрерывное отображение, то можно доказать 
равенства index0 Т = index,- Т, i = 1, 2,. .. , п. Отсюда следует, что тео
рема остается верной при замене Ф на 5, /)— на index0 и E(U)"+I— на 
Л(П).

Заметим, что отображение j не может действовать на всю группу 
E(U)n+1 или 7Г(11) Ф Z". Это следует из следующего утверждения.

Теорема 4. Пусть В,<^Вг — банаховы пространства такие, что 
вложение непрерывно и замыкание В, имеет в В2 конечную коразмерность. 
Пусть Т — оператор, являющийся в В, и В2 фредголъмовым.

Тогда v.B,(T) хвДЕ).
Для дальнейшего нам потребуется одно
Определение. Пусть Е и F — банаховы пространства. Будем го

ворить, что пространство Е о б л а д а е т свойством 31(E), если суще
ствует семейство ограниченных проекторов Р„ 1=1,2,..., в Е, обла
дающих следующими свойствами:

а) если PtX = 0 Vi = 1, 2,. . . , то х = 0;
б) PjPj = 0, если i ¥= j;
в) образ Im Pt изоморфен F для всех i = 1, 2,. .. ; изоморфизмы 

устанавливаются отображениями т+ Im Pk ~ F;
г) существует и непрерывен оператор П левого сдвига, т. е. такой, что 

ХьРДцХ = xk+lPk+lx, k = 1,2,...; то же самое относительно правого сдви
га Lr;

д) пусть A: F—^F — непрерывный линейный оператор, тогда сущест
вуют и непрерывны в Е порожденные им диагональные операторы АР(А), 
р = 1,2,..., удовлетворяющие равенствам

xk~1ArkPkx, если k = Q (mod р),
0, если к ф 0 (mod р).

(При перечисленных условиях можно показать, что отображения ЛР(Л): 
3(E) 25(E) непрерывны);

е) замкнутая линейная оболочка образов {Im EJ совпадает с Е.
В случае Е = Е получаем, что 31(E) есть свойство бесконечной делимо
сти пространства Е. Им обладают многие банаховы пространства, напри
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мер IpJjp, 1 р оо, гильбертовы пространства, симметрические прост
ранства измеримых функций (см. (s)).

Свойством 91(7?") для любого натурального п обладают, например, про
странства с симметричным базисом, т. е. с таким базисом {е,}, что

оо оо

а) если У, ЕЕ 7? и | | | <у | yj, то S PjCj ЕЕ Е,
1=1 1=1

б) II «iCrcoll — II 3 а,ег||. где r(i) — любое взаимно однозначное пре
образование множества индексов (см. (8) и (9)).

Пусть теперь кроме семейства i = 0, 1,..., п, имеется семей
ство Ft a i — 0, 1,..., п, где — отделимое линейное топологическое 

п
пространство и Е. — f| F{. Пусть в пространстве X имеется ограниченный 

1=1
проектор Q, действующий в_каждом из пространств1 X,-, I = 0, 1,..., п, 
и такой, что 2(X)cz Хо, где Хй — замыкание Хо в X. Пусть на Q(X) опре
делены проекторы Ph j = 1, 2,... , действующие в каждом из пространств 
Q {Xi), i = 0,1,..., п, а на PjQ {X) — операторы тд: PjQ (X) -+■ s&i. Если на
бор операторов {Ph т,} осуществляет на каждом из пространств (?(Хг) 
свойство 91 (Fi), мы будем говорить, что семейство {X,} обладает свойством 
91 {Е,}.

Теорема 5. Если семейство {XJ обладает свойством 91 {Е,} для неко
торого семейства {F,}, то последовательность групп

г indexo
[U, >X(U)->0

точна для любого компакта U. Если, кроме того, Хо плотно в X, то точна 
для любого компакта U последовательность

г indexo
0->[U,©£]->[U, ----->K(U)->0. (*)

Теорема 6. Пусть п = 2, Х3 с Ж — пространство, интерполяционное 
между Xi и Х2. Пусть также Т'. — непрерывное отображение (ком
пактность U не требуется).

Тогда Т есть непрерывное отображение из U в %(Х3). Если отображе
ния Т, Т': гомотопны, то они гомотопны и как отображения в
® (Х3). Если U — компакт, то index3 Т = index0 Т.

Замечания. I) Если семейство состоит из одного пространства (т. е. 
Хо = Т,— X), то точная последовательность (*) совпадает с последова
тельностью, выписанной Г. Нойбауэром (8) для частного случая, когда у 
пространства Е существует дополняемое подпространство с симметричным 
базисом.

II) В работе (3) показано существование сингулярного интегрального 
оператора, являющегося фредгольмовым в Д>,(Г) и ЛР2(Г), но не являю
щегося таковым в £Рз(Г), где 1 < рг < р3 <. р3 < °о и Г — некоторая 
замкнутая кривая па плоскости. Это показывает невозможность замены в 
теореме 6 множества S на Ф.

В заключение автор выражает благодарность С. Г. Крейну за обсужде
ние работы.
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