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1°. Пусть /(z)— мероморфная функция с ограниченной характеристи­
кой в р-связной области G с границей dG положительной емкости. В нас­
тоящей работе оценивается сверху и снизу |/(z) | через характеристику 
7'(/, Zo). Так как в нулях и полюсах |/(z) | соответственно обращается в 
нуль и бесконечность, то при этих оценках исключаются некоторые окрест­
ности множества нулей {щ} и множества полюсов {Ь„}. Эти исключитель­
ные окрестности точно определяются.

Из этих оценок, которые будут ниже выведены, в свою очередь, получа­
ются теоремы единственности для /(z).

Обозначения. g(z; z0; G)—функция Грина области G с полюсом в 
точке z0; Gp— область, определяемая неравенством g(z;zo;G) > р; <o(z; 
а, Gp) — значение гармонической меры множества а с dGp относительно 
области Gp в точке z; P2o(z; G)— ядро Пуассона области G (см. (*)),

= при (o(z;^i;G)->0. (1)
со (zo; ££г. о)

2°. В области Gp
ln|/(z)| = $ 1п|/(О|к>(г; G₽)—z; G₽)z; Gp). (2)

0Gp

При такой записи всегда предполагается, что суммирование происходит по 
я, и б, е GP. Характеристическую функцию Тр (/; z,0) определим симметрич­
ным образом (/(z0) =^=0, оо);

Гр(/; zo) = $ Ь+1/(?)I и(z0; dt>; Gj + ^g(b4; z0; Gp) + In"| f (z0) (3)
0Gp

Из (2) следует, что
Г₽(/; г0) = Гр(1//; z0) =

= $ In-1/(z0)|co(z0; d£; Gp) + %g(av; z0; Gp) + ln+1/(z0)(4) 
0Gp

При уменьшении p T (/; z0) и обе суммы из (3) и (4) не убывают.
В этой работе в основном рассматриваются функции с ограниченной 

характеристикой, для которых Tp(f; za)<(M(j; z0) <Z +<», где M — кон­
станта. При р 0

Гр (/; z0) —> Zq (/; z0), 2 gif-G' zo> G р)g z0; G) -f- oo,
(5) 

^gftG; z0; G₽)->3£(^; z0; G)< + oo.
Из тождеств

§ («V, ^Qi ^p) ~ g (^VJ 6t) P^pj
av €=Gp
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zo> ^₽)— 2 S (by', z0; P-^p»
bveGp

где np и Pp — соответственно число нулей и полюсов функции f(z) в обла­
сти Gp, следует

lim рПр ~ 0, lim рРр — 0 при р 0. (6)

3°. В области G имеет место модифицированная теорема Фату о пред­
ставимости гармонической функции интегралом Пуассона — Стильтьеса 
(см. (4)) и из равномерной ограниченности интегралов от ln+|/(g) | 
и 1п_ | /(£) | вдоль dG следует представление 
lnl/(z)l + 2я(«*;z;G) — 2? (d- z>G) = $ P*AZ'> G)dq I® (z0; G)L 

dG
(7) 

где q [co]— функция ограниченной вариации от гармонической меры co(zo;
G) (см. О). Если представить q[со] в виде разности позитивной и не­

гативной вариации q [со] = q+ [со] — q~ [со], то
Т’о (/; Zo) = § + 2 s (bp, z0; G) + In" | / (z0) |,

SGf „ (8) 
T’oCV/; z0) = }dq + Zig(ap, z0; g) + ln+|/(z0)|.

dG

Для круга |z|< 1 и 2o = O P0(z; e10)—обычное ядро Пуассона и 
?[®] = q(ti).

Лемма. Ядро Пуассона удовлетворяет неравенству

G)^ = ехр [2x(z; z°; G)1’ (9)

где %(z; z0; G)—неэвклидово расстояние между точками z0 и z(cm(2)).
Теорема 1. Пусть f(z)— мероморфная в области G функция, Н и 

б — числа из интервалов 0 < Н < ‘/2, 0< б < 1 и р = (1 - б) g(z'; z0; 
G); z'; z0 e G. Для каждого p существуют две такие системы неэвклидовых 
дисков Cv,p{z: %p(zj ctvj р) %v,p) и С v,P{z; %р (z, [Е,Р) % v,P}5 содержа­
щих соответственно нули и полюса функции f(z) в области Gp{z: g(z-, zv; 
G) >■ p}, с общей суммой неэвклидовых радиусов 

1 + 2Я
1 —2Я ’ (10)

что 1/(3') | при z' eG/XJJ Cv,р удовлетворяет оценке снизу, а при z' е 
е Gp \ G'y,p — оценке сверху. Вдоль любой кривой, лежащей в Gp, замы­
кание которой пересекается с dGp, неэвклидова линейная м.ера точек, не 
принадлежащих ни (J С\-,р, ни (J ССр, равна оо.

1) Если z' е Gp \ U Cv,p и /(z) не равна тождественно нулю, то

>"!№')!>- е-И₽</. ’.) +
С 2 5) zoj G) S (^v, Zq, Gp)] In j , (11)

где суммирование происходит no av e Gpu
0< So, ₽ = [2 g(a-d zo> GP) + ln+ | /(z0) | / T₽(/; z0)< 1. (12)

Если f(z)— функция ограниченного вида и е > 0, то при g(z'; z0; G) <Z 
< т)(e; /), б — 1 — e', e' — e'(«; f) hz'eGp\UCv,p

g(z'; z0' G) In | f(z') | > -2 (1 - Go + e) To (/; z0), (13)

где 0o = lim 0o, P при p->0.
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2) Если, z'е Gp \ IJ C'ViP и f(z) не равна тождественно оо, то
1”I/MI< [(1 -0-JT‘(t’z°> +

+ 2(1 — a) S («(6-:г»:G) — s С.; ад <?₽))ln -J-] ■ <14)

где суммирование происходит no bv e Gpu
o < 0=0, ₽ = [2 g zo! G₽) + In-1 f (z0) I]/ Tp (f- z0) < 1. (15)

Если функция /(z) ограниченного вида и ei>0, g(z'; z0; G) <Z ib(ei; /), 
6=1 — e/, e/ = в/(ei; f) м/e G, \U C'v,p, to

g(z'- z0; <7)ln[/(2') | < 2(1 — Oe» H- е1)Го(/; z0), (16)
где б» = lim 6^, P при p 0.

3) Если f(z) имеет конечное число нулей (полюсов), то, начиная с не­
которого р, U Cv.p (UC'v.p), монотонно сжимаясь, стремится к (J Cv,o (U С'„,р) 
при р —> 0. Если число нулей (полюсов) бесконечно, то 2 zv,P (2х\р), 
где суммирование происходит по всем дискам, пересекающимся с фикси­
рованной замкнутой подобластью, стремится к 0 при р—>0.

Доказательство опирается на результаты работы (2).
1) Из (2) следует неравенство
In|/(z')|>- $ P?0(z;:;GP)ln-|/(O|(o(z0;^;Gp)-2g(«,;z';Gp). 

6Gp

.Интеграл оценивается из (4) и (9), а второй член, согласно (2),

2?(z'; Gp)<rap(l — In H),

pnp = 2 (zo! «v, G) — g (z0; a,; Gp)], a, e Gp.

Если воспользоваться неравенством [l+exp( — 6g)]/[l—exp(—6g)]> 
> 2 / (6g), то получим (11). Если f(z) — функция ограниченного вида, то 
второй член справа стремится к нулю при р 0.

Положим тр = 2 l(£ («*; z0; G) — g (av; z0; GP)J • In J Tp. Если

(1 — бо.р + тр/ (2e')) (1 + e') <1 — 0O,P + e, to (13) заведомо справедли­
во. Оптимальный выбор е' = [тр /(1 + бо.р)] 'k, тр < е2/(2(1 — Оо)). По­
следнее неравенство определяет такое ц(е; /), что при g(z'; za; G) < ц оно 
выполняется. Если 0О = 1, то в = ‘/2 и т < 2е.

И.2) получается заменой/на 1//; п.З) следует из (2).
Известная теорема Шагиняна (3,4) для регулярной и ограниченной в 

круге ] z | < 1 функции получается в несколько более точной формулиров­
ке, если ослабить неравенство (13), заменив его правую часть произволь­
ной функцией Р ( | z' |), стремящейся к —оо при | z' | ->• 1.

Примечание. Для многосвязпой области исключительные диски С, 
и С/ определяются как квази-неэвклидовьг (2).

Пример. Рассмотрим функцию /(z) = exp(— i/z) в G{z' Imz>0}. 
Легко убедиться, что Tp(f, i) = 1, 0о.Р = 0, боо.р = 1, g(y; i; Imz > 0) = 
= 2у + О(у-) при р->0, In[f(iy) [ = —1/y и неравенство (13) сводится к 
неравенству — [2у + О (у2) ] ■—> — 2(1 + е),а неравенство (16) сво-У
дится к неравенству — (2у + О (у2) ] • — <' 2ei.

Для f(z)= oxp(i/z) неравенства (13) и (16) сведутся к неравенствам 
[2у + О(у2) ] ■ у > -2е и [2у + О(у2) ] • у< 2(1 + е,).
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Пример показывает, что теорема точная: для фуцкций /(z) с заданной 
характеристикой То коэффициенты в неравенствах (13) и (16) не могут 
быть уменьшены.

4°. Из (13) следует, что если g(zn; z0; G)->0 и {zn} содержит такую 
подпоследовательность {znJ, что з.-е Gk/\ p/ = e/g(zn,; z0; G), то
4m_g(zn; z0; G) In |/(z0) | —2(1 — 0о + s)7,o(/; z0). Отсюда следует, что
каждому критерию существования указанной подпоследовательности 

соответствует теорема единственности. Аналогичная ситуация 
для последовательности {zn„} вне U C'VtP,. В качестве примера приведем 
следующее утверждение.

Теорема единственности. Пусть последовательность {zn} та­
кова, что для некоторого о > 0 существует такое число т, что любой не­
евклидов диск радиуса X сг содержит не более тп точек {z,,} и 
2 g(zn; z0; G) = оо. Если при этих условиях

lim g(z„; z0; G)ln|/(z0) | < —2(1 — 0О + е)710(/; z0),

то /(z) = 0, а если

limg(zn; zc; G)ln |/(zb) | > 2(1 — 60 + e) Уо(/; z0),
TO f(z) = oo.

Примечание при корректуре. Для многосвязной области в лемме и тео­
ремах гриновские функции и неэвклидовы расстояния нужно заменить 
квазигриновскими функциями и квазинеэвклидовыми расстояниями и дис­
ками (см. (2)).

Институт теоретической и экспериментальной физики Поступило
Москва 15 VII1971
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