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К ПОНЯТИЮ НОРМЫ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА В ЛОКАЛЬНО 
ВЫПУКЛОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть 7?Л = П Ид — прямое произведение А экземпляров действи- 
д<=Д

тельных прямых R1 в тихоновской топологии. 7?Л называют тихоновским 
полуполем (в). В нем операции сложения и умножения определяются ра
венствами

(* + ?)(?) = «(?) + П?), (*•*/)(?) = («(?))-(У(?)),

(Х-ж) (q) = X-x(q),
где ge А, /.£ 7?‘, а отношение частичного порядка определяется конусом 

= {х: x(q) 0, q е А}. Элемент q е А отождествим с действитель
ной функцией, определенной на А и принимающей значение 1 на q е А и 
0 на А \ {5}.

Пусть Е — вещественное (или комплексное) векторное пространство. 
Определение 1. Пространство Е назовем нормируемым над 

полуполем 7?Л, если задано отображение || ... II: 2?->7?+Л, называемое 
нормой над 7?л, удовлетворяющее следующим условиям (аксиомам нор
мы) :

1) ||ж|| = 0 тогда и только тогда, когда х = 0;
2) HX-zll = | Х| ■ ЦхЦ, X — скаляр;
3) Ik + у\\ ||х|| + М.
Норма естественным образом порождает в Е отделимую локально вы

пуклую топологию, база окрестностей начала которой определяется всеми 
окрестностями вида

Vu = {х: ы е= U}, (1)
где

U = {х: |х| -q, г-qt, е > 0, gf£A, i — 1,. .. ,п} (2)

— окрестность нуля в полуполе 7?Л.
Пространство Е, нормированное над 7?Л, будем обозначать (Е, 7?Л), или 

просто Е (если это не вызовет путаницы). Как известно, класс отделимых 
локально выпуклых пространств совпадает с классом векторных прост
ранств, нормированных над 7?Л (4).

Определение 2. Пусть (Е, 7?Л), (F, 7?л') — два нормируемых про
странства и А: ЕF — линейный оператор. Под нормой оператора А 
(’) будем понимать отображение

ЦАЦ:
определяемое равенством

ЦАЦ (а) = sup ||Ах||, «еЯЛ (3)

В дальнейшем ||А|| удобно рассматривать как элемент полуполя

Я’ = П R*' = Кл*, где R*' = R^, Д* = П Аа, А„ = А,
„д _д

причем А* — диадическая алгебра Буля (s).
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Пусть Е и F — обычные нормированные пространства над прямой R1 
п линейный оператор А имеет обычную норму, которую обозначим через 

| А |. Тогда из (3) имеем |4| = ||4|| (1) и ||4||(а) = |А | • а, а е R+l. 
Таким образом, с нашей точки зрения, ||4|| есть линейное отображение 
RA —>а обычная норма |4| — угловой коэффициент этого отображе
ния.

Примеры. 1. Пусть С“ — множество всех вещественных (или комп
лексных) бесконечно дифференцируемых функций на действительной пря
мой R1. Тогда С°° можно рассматривать как пространство, нормируемое 
над полуполем s X s, где s — пространство всех последовательностей дей- 

оо 

ствительных чисел, рассматриваемое как полуполе s = JJ Rtl, RS — R*, 
1=1

i = 1, 2, 3,... Для этого норму элемента х е С°° над s X s мы определим 
равенством

|| * || = (^nm) ® X s, хпт = sup | х® (£) |.

Пусть А = d / dt — оператор дифференцирования в С°°, тогда 
\\d/ dt\\ (a) sC b, где а — (апт) <= s+X s+ и Ъ = (Ъпт), Ъпт = а„+1, та+1, 
п, т = 1, 2, 3,...

2. Пусть {Ei}, i = 1, 2, 3,..., — семейство нормируемых (в обычном 
смысле) пространств и Ац: Ej-^-Ej, i, j = 1, 2, 3,..., — семейство огра
ниченных линейных операторов. Обозначим через |Л,3| обычную норму 
оператора Ац. Предположим, что бесконечная матрица операторов (Л) = 
= (Ац) с конечными строками (3). Тогда бесконечная числовая матрица 

ОО

(\А |) = (|4У|) тоже с конечными строками. Пусть Е = Д Et и ||*|| = 
1=1

= (11*111, ||*2||,..., Il*nll,...), где х = (Xi, х2,... ,хп,...) ^Е, хп<=Еп, 
||*Л—норма хп в Еп. Определим оператор А: Е-+Е, полагая у = Ах,

ОО

где у = (yi, у2,... , у„,...), Уп^Еп и уп = AnJXj. Тогда легко пока- 

зать, что
||4||(а) = (|4|) *а, (4)

где * означает умножение бесконечной матрицы (| А |) на матрицу-стол
бец а = (а,, аг,, ап,...)«

Теорема 1. Для того чтобы линейный оператор А: Е -+F был непре
рывным, необходимо и достаточно, чтобы существовала ||4|| и отображение 
||4)|: Я+л->7?+л было непрерывным в нуле.

Доказательство. Пусть А — непрерывный оператор. Тогда А (Ва), 
где Ва — {х: ||*11 а, х ё= Е} будет ограниченным множеством в Е прй 
каждом а е 7?+л. Отсюда || А (Ва) || будет ограниченным множеством в /?д'. 
Но в Дл' всякое ограниченное множество будет ограниченным в смысле 
порядка (8), следовательно, для каждого аеЯ.? будет существовать 
||4||(а) = sup ||4(Ва) ||. Покажем теперь, что ||4|| непрерывна в нуле. 
Заметим, что ||4|| (0) = 0. Далее, отображение ft E-^-R^’, определяемое 
равенством /(ж) = ||4о:||, х Е, непрерывно, как суперпозиция непрерыв
ных отображений At Е F и нормы в F. Следовательно, для окрестности 
нуля U' = {с: |g| -qf ==С e-q/, е > 0, g/eA, i = 1,..., п', в
полуполе В'' найдется окрестность нуля U в полуполе 7?д, определяемая 
равенством (2), такая, что ||4(Гу) || cz U', где VD — окрестность нуля в Е, 
определяемая равенством (1). Покажем, что ||4[| (U С Я+л) сд Пусть 
a^U Q Я+А и рассмотрим ||4||(а). Из определения U и Vv ясно, что 
Ва сд V-u и потому ||4 (Ва) || сд U', отсюда

|| А || (а) = sup || Ах || = sup || А (Ва) || сд U'\
М<а
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следовательно, включение ||Л|| (U |"| 7?+Л) cz U', а с ним и непрерывность 
IIЛ || в нуле доказаны.

Обратно, пусть ||Л|| существует и, как отображение 7?+А 7?+л', непре
рывно в нуле. Тогда непрерывность оператора А в нуле (и следовательно, 
на всем пространстве Е) вытекает из очевидного неравенства ||Лж|| Л

НЛ1К1Ы1).
Определение 3. Будем говорить, что пространство (Е, R') обла

дает d- свойством, если каждый элемент х^ Е, удовлетворяющий 
условию ||а?|| Л «1 + «2, Я1, а2 е /?+А, можно разложить в сумму х = х,-)-х2 
так, что |Л|| Л o-i, i = 1,2.

Теорема 2. Если пространство Е обладает d-свойством и ||Л|| непре
рывна в нуле, то она непрерывна и на всем Й+Л.

Заметим, что норма оператора дифференцирования d / dt в пространст
ве С“ имеет разрыв при а = 1, следовательно, пространство С°° не облада
ет d-свойством. Вообще эта ситуация характерна для операторов в счетно- 
нормпруемых пространствах.

Отметим следующие свойства нормы оператора:
1) ||Л || = 0 тогда и только тогда, когда А = 0;
2) ||л-Л|| = 1• ||Л||, Л — скаляр;
ЗИЛ + Л2|| ||Л|| + ИЛИ.
Обозначим через ЦЕ, F) векторное пространство всех непрерывных 

линейных операторов A: E—^F. Если Е = F, то вместо L(E, Е) будем 
писать L(E). Из свойств 1 — 3 следует, что относительно введенной нор
мы оператора L(E, F) есть пространство, нормированное над полупо
лем R*.

Теорема 3. Топология нормированного пространства (ЦЕ, F), R”) 
есть топология ограниченной сходимости (*).

В дальнейшем ЦЕ, F) будем рассматривать в топологии, порождаемой 
нормой оператора над полуполем R*. Отметим еще следующие свойства 
нормы оператора.

4) ||Л|| изотонна, т. е. если а,, а2 ЛЛ и а, Л «2, то ||Л|| (рЦ ||Л|| (аг);
5) пусть (Et, Rs'), (Е2, R^2) и (Е3, Rs) —нормированные над полупо

лями векторные пространства Лц Е2, А2. Е.-^Ег, — непрерывные ли
нейные операторы; тогда

ИЛ ° ЛИШИЛИ ИЛИ.
Теорема 4. Пусть ЦЕ) секвенциально полно. Если оператор 

А е L(E) удовлетворяет условию

1|Л|| (а) И ф(а)-ф(а), (5)
где а е 7?+А, ср — изотопная неотрицательная действительная функция, за
данная на R+^ и ф: ЛА —7?+л, причем ф„(а) Л те (а), ф« = ф ° ф ° . . . ° ф, 

п раз

n = 1, 2, 3,. .., то при | ^ | <С SUp (ар оператор I — '/.А обратим и 
a&R+

имеет место равенство
(I — лЛ)-1 = I + 1кпАп,

П=1
где I — единичный оператор.

k
Доказательство. Положим = Z + 2 тогда

71=1

Н-р k-\-p

ЦЛ+р-ЛКЦ 3 илп||<'3 |Х|П.||ЛП||.
n=ft+l

Оценим ||Л”||. Имеем, согласно свойству 5, 
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iM2ll(«) ||Л|| (||Л|| (a)) Mil (<p(a) •Ip(a)) = <p (a)-MII (^ («)) < 
dtp (a) -ф(ф(а)) -ф(ф(а)) Ф(а) -<jp(<ra(a)) •ip2(a).

Вообще нетрудно показать, что

M"li(«) sC ф(«) •q>"’l(m(e)),1Mfl)I
отсюда

&+p
li ^+P - Sk II (a) < ■ rn (a) ■ 2 I Mn> cpn («))•

Так как q = |Z| •ф(т(«)) <_ 1, «ей/, to {5J фундаментальна в 
L (7?). В силу секвенциальной полноты L(E} существует

lim 5/; = 5, 5gL(£).
/г-* сю

Дальнейшее доказательство того, что S = (7— М)-1, аналогично класси
ческому случаю, т. е. случаю, когда Е — банахово пространство (2).

Следствие. Спектр оператора А — XI лежит в круге радиуса. 
р = sup ф (т (а)).

аеЛ+

Отметим частные случаи теоремы 4.
1. ф(а) = г = const, ф(а) = а. В этом случае р = г.
Если Е — банахово пространство, то р = г = | А | (2).
2. Пусть оператор А переводит некоторую окрестность нуля простран

ства Е в ограниченное множество (в частности, этим свойством обладает 
непрерывный линейный оператор в банаховом пространстве, а также ком
пактный оператор в локально выпуклом пространстве). Тогда найдутся 
элементы q^, q2,..., qn Д и. элемент т е 7?+Л такие, что

|| Д || (а) max (uv . . ., aqn) ■ т, (6).
где а е 7?+л, aqi = a-qt (здесь мы отождествляем идеал q-IE, g е Д, с дей
ствительной прямой). Заметим, что условие (6) достаточно, чтобы опера
тор А переводил некоторую окрестность нуля пространства Е в ограничен
ное множество. Неравенство (6) можно записать в виде (5), полагая 
Ф (а) = max (а91, ад„ ..., а9п), ф (а) = т = const. При этом р = max (mgi, 
wg„..., m9n).

Этот случай с иной точки зрения рассмотрен в (9).
3. Пусть Е — пространство примера 2, где все Ег — банаховы простран

ства и оператор А задается бесконечной нижней треугольной матрицей
г

(Л) (г), в которой У| | Ац\ г, i = 1, 2, 3,... Тогда L(E) — полное про-
3=1

странство (*), оператор А непрерывен (следствие равенства (4) и теоремы 
1) и имеет место неравенство (5), если положить ф (а) = г = const, ф (а) = 
= (аь max («,, а2),..., max (at, а2,..., ап),...) Е 5. Здесь р = г.

В случае, когда Е( = Rl, i = 1, 2, 3,..., мы получаем известную тео
рему об обратимости бесконечных матриц (3).
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