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(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 16 XII 1911)

В настоящей заметке выводятся оценки для изменения площади при 
^-квазиконформных отображениях прямоугольников и круга вида 
Да const-e, где До — изменение площади, е = (</ — 1) / (q + 1) доста­
точно мало. Оценки вида Дет const -еУг были получены П. П. Белинс­
ким (*). Мы не будем останавливаться на оценках (2_4), отметим лишь, 
что из оценки ('*) следует существование константы М такой, что Ди Me. 
В этой же оценке содержится еще зависимость изменения площади от ве­
личины площади. Нас будет интересовать только константа М.

1. (/-Квазиконформные отображения прямоугольни­
ков единичной п л о щ а д и. Пусть, как в (‘), прямоугольник К: 0 < 
< х < X, 0 < у <Z 1 / Т отображается на прямоугольник 0 < и <Z р,, 
0 < v < 1 / ц, х А~ iy = z, и + iv = w. Так же получим неравенство

IТ - f | < s [/FKS - 7=-] *^9.

где р(х, у)—характеристика отображения, a J(x, у)—якобиан. Приме­
няя это неравенство к отображениям

I2 + 1 , . , I2 — 1 —rv t2 + 1 , . t2 — 1 —rv-3/— w (z) H--- — W (z) , —W (z)-------- 27- W (Z) >

где t — действительное число, получим

y)~ 
к L

К L

(*)

у) и p2(x, у)—характеристики соответствующих отображений. 
Сложив неравенства (*), разделив на I, при t-+oo получим

! 7 y)dxdy- (**)
к

Преобразуя неравенство (**),какв С), получим
До <4 ]/2 (1 — о) (q — 1) 4- о (g — 1) или До <4 -ХД- (7 — 1) 4- о (q — 1).

Учитывая, что всякое (/-квазиконформное отображение можно предста­
вить в виде суперпозиции отображений с меньшим отклонением, можно

V 2утверждать, что До —^-(q— 1). Легко построить отображение единич­

ного квадрата, для которого До = '/2(7— 1) A-o(q— 1). Для этого надо 
левую половину подвергнуть растяжению, а правую — сжатию.

2. Квазиконформные отображения единичного кру­
га. Пусть w = f(z) —квазиконформное отображение круга |z| 1 на
круг |и?| 1 с нормировкой /(0) =0, /(1) = 1 и комплексной характе-
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ристикой e/i(z), где ||/i(z) ||Loo 1, e — малое действительное число. Тогда

z = х + iy, J(x, у)—якобиан отображения. Применение формулы Сток­
са в данном случае законно.

Оценим снизу | w dz ■ Для этого представим w = j(z) в виде
|z|=l

(1)

W = Z + е/Дг) + e2/2(z) + О(е3), (2)
где /i(z) и /2(2) —некоторые ограниченные функции, а остаточный член 
также имеет равномерную оценку. Этот факт является следствием того, что 
отображающую функцию можно представить в виде ряда, используя изве­
стные интегральные операторы. Свойства этих операторов позволяют за­
ключить об ограниченности соответствующих функций (см. ( ’)).

Разложим /2(z) на две ортогональные составляющие по z и по iz:
/2(z) =z<pi(z) +iz(p2(z). (3)

Здесь <fi(z) и <p2(z) —действительные функции. Учитывая, что =1 
при |z| =1, получим

<Pi(z) = — ’/21/1 (2) I2. (4)
Виц/1(г) нам известен (см. (6)); при |z| = 1

8 (1 — z) /г (g) ~1

Из (2), (3), (4) получим

e(l-z)A(C)
SC-?) (*-£) (5)

(6)

здесь z = ei<p. Подставив (5) в (6) и проинтегрируем по dtp с учетом того, 
что интегралы по площади при |z| = 1 являются непрерывными предель­
ными значениями аналитических или антианалитических вне круга 
|z | 'С 1 функций:

2л
— z) (?)
- ?) С - ?)

= 2л — 2пе2 (7)

Покажем, что



СС h (?) ?Обозначим g
К1<1

оо
2ы2 =
&=о

оо 
гСС ?s*£‘
Г \\ 1 k=a 1

через ah. Тогда

dz.

л

Это и дает требуемое неравенство.
Соединяя (1), (7), (8), следуя далее, как в (*), получим оценку для 

изменения площадки при квазиконформных, близких к тождественному, 
отображениях круга.

Ei и Е-, — дополнительные одно к другому измеримые подмножества еди­
ничного' круга.

Обозначим меру Ei через <т, а ее изменение — через До, тогда
[]/о (о + До) -г У (л — о)(л — о — До)] =

2

2л — 8ле2 4- О (е3) <7 —
V ’ У1 — 82

(До)3 . |
8 (я — о) 1

Окончательно' получаем оценки
| Дет | 6Уо(л — о)е + о(е) или | До| гД 3Ал (</ —1) + о(<? — 1);

здесь q = (1 + е) / (1 — е).
Представляя исходное отображение в виде суперпозиции отображений 

с меньшим отклонением, последовательно проводя оценки, учитывая рав­
номерную оценку остаточного члена, получим в пределе | До[ — 1).

Для отображения w = z + 2е (| z | — z2) + о (е) и множества {z: | wz |
1, |z| 1} имеем До ~ 41/пе + о(е).
Пусть w — /(z) — ^-квазиконформное отображение единичного круга, 

тождественное на границе и такое, что /(0) =0. Тогда, видоизменяя со­
ответствующим образом предыдущие оценки, получим

|Дсг| ’/2Л(^ — 1) + o(g — 1).
В этом случае экстремальным, по-видимому., является отображение

1
w = z | z |I/g_1, которое увеличивает площадь круга | z | на величину

(7 — 1) + o(q — 1).
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