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Рассматривается задача о распространении волны разгрузки в ци
линдрическом (призматическом) полубесконечном упруго-пластическом 
стержне (*)• Проводится исследование асимптотического поведения реше
ния при больших значениях времени и на больших расстояниях от конца 
стержня.

Пусть h — координата Лагранжа, t — время, и — скорость, о — напря
жение (техническое), s— деформация, р0— начальная плотность мате
риала стержня.

Зависимость о(е), согласно которой осуществляется нагрузка, линей
ная в интервале 0 sC е е8, es > 0, и нелинейная при е > es. При 
0 е es имеем а'(е) = Е (Е = const — модуль упругости), при е > es 
функция о(е), по предположению, обладает свойствами 0 < </(е) < Е, 
—оо <; о"(е) < 0. Первая производная </(е) —непрерывная функция е, 
вторая производная о"(g) в точке е = es претерпевает разрыв 
(о" (в, — 0) = 0, о//(е5 + 0) = -К, К ХУ).

Разгрузка каждого элемента стержня происходит по линейному закону 
о— о*=Е(е.— е*), где о* = о« (Д), e» = 8»(/i)—максимальные напря
жение и деформация.

Нормальное напряжение на конце стержня h = 0 изменяется по изве
стному закону о = р (0. Функция р (£) монотонно растет в интервале 
0 t т, т > 0, от нуля до своего максимального значения пт > щ, 
os = Ees, а затем монотонно убывает, причем либо стремится к нулю при 
t->-oo, либо становится равной нулю при некотором конечном значении 
аргумента, после чего р (t) 0. Нормальное напряжение на конце стерж
ня может увеличиться от нуля до максимального значения om os и 
мгновенно (т = 0).

В плоскости ht имеем область покоя, область нагрузки и область раз
грузки. Границей между областью покоя и областью нагрузки является 
прямая h = got, go = ~/Е / ро, границей между областью нагрузки и об- • 
ластью разгрузки служит выходящая из точки с координатами h — 0, 
t = т линия разгрузки h = ср (i).

Решением в области нагрузки является простая волна

h = g\t-F(o)}, g=/^, (1)

О

где F(o) — функция, обратная в интервале 0 о от для функции p(i)# 
0 t т. Если т = 0, то F = 0.

В области разгрузки имеем

—к =/,(а)+/2(Р), о/(pogo) — fi(a) — /2(Р), (2)

где /1(а) и /2(Р) — функции характеристических переменных,

а = got — h, р = got + h. (3)
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Значения a, g и других величин на линии разгрузки как функции t 
будем обозначать a*(i), g*(0 и т. д., или просто a*, g*,. . .

Известные (2) неравенства q/(£) g*(t), ср'(t) g0 позволяют сделать
вывод, что <p(i), P*(i) и а* (0 —монотонно возрастающие функции, при
чем <р(£) и Р*(£) —строго монотонно возрастающие функции. При i->-oo 
имеем ср (i) —>■ оо, р* (f) оо.

Нетрудно убедиться, что o*(i) > os для любого t из интервала 
т t < оо. Неравенство о*(т) > о, следует непосредственно из самой по
становки задачи. Если предположить, что ст*(Ч os при каком-либо 
ti > т, то при т > 0 получим a* (ti) = ] < got, что противоре
чит выводу о монотонно возрастающем характере функции a*(f)> посколь
ку а* (т) = gor. При т = 0 устанавливаем вначале, пользуясь свойством 
монотонности функции a* (it) и очевидным равенством (da* / dt) >=а = 
= go — g(Ow), что a*(i) > 0 при t > 0. Затем к доказательству привлека
ем соотношение g0 — g* = a* /1.

В области нагрузки при 0 < t < оо, h <Z got функция u(h, t) прини
мает отрицательные значения. Покажем, что и в области разгрузки 
(г t < оо, 0 h ф(£)) выполняется неравенство u(h, t) < 0.

Из условия непрерывности на линии разгрузки напряжения и скорости 
получаем

ч

Так как при т t < оо имеем о* (£) > щ, а при о > щ имеем g < go, 
то из (4) получаем /2((3*) >0, gor р* < оо. Следовательно, /2(р) >0 
при got "С р < оо.

Запишем условие на конце стержня:
p(t) / (pogo) = fi(got) — fi(got), (5)

Поскольку fz(got) > 0 и p(Z) 0, то fi(got) > 0, т £ <; оо. Следова
тельно, /f(a) > 0 при got a < оо. Пользуясь затем первой из формул 
(2), убеждаемся, что знак скорости каждой частицы при разгрузке — от
рицательный.

В соответствии с уравнением количества движения имеем
got <₽(t) t

— р0 \ и dh — р0 и dh = р (t) dt, t^x. (6)
ф(0 о о

В результате преобразования первого члена левой части этого равенства 
при помощи формул (1) и интегрирования по частям получаем

а* ф(() t

— Ро \ udh== $ (7) 
а8 о К(а*)

Учитывая знак функции u(h, t), приходим к неравенству

$ P®dt’ 1>х- <8)
as Г(a*)

Правая часть в полученном неравенстве является при £->оо исчезающе 
малой величиной. Поэтому при t -> оо стремится к нулю и левая часть, 
что возможно только в случае, если сГ-хц. При f->oo имеем o*(f) -> щ, 
е* (г) ->щи£*(г) ->g0.

Пользуясь формулами (4) и (5), устанавливаем далее, что /г(Р)-^О, 
когда р->- оо, и /i(a) 0, когда а-> оо. Согласно второй из формул (2)
при оо будем иметь Л (a*) ~^<5S / (pogo).
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Функция a* (i), будучи монотонной, при t -+■ оо обязательно стремится 
либо к конечному, либо к бесконечному пределу. Так как при а оо имеем 
/1(а) ->0 и при i-^-oo имеем /Да*) ->а8/ (pogo), то без труда приходим 
к заключению, что a* (t) стремится при х к отличному от нуля ко
нечному пределу

lima*(i) = fe, 0<Д5<^ос. (9)
t—*x>

Этот результат представляет необходимое и достаточное условие того, 
что линия разгрузки имеет наклонную асимптоту h — got— b. Другим пу
тем наклонная асимптота линии разгрузки была обнаружена ранее 
А. М. Скобеевым (3). Уравнение линии разгрузки при больших t можно 
записать, таким образом, в виде

h = gat — b + о(1). (10)

Согласно (9) и (1), имеем при оо
go — g* = В jt + о(1 /1), В = b — g0F (as). (11)

Если т = 0, то В = Ь.
Рассмотрим функцию g = g(o) при о сц и обратную ей функцию 

о = o(g). Имеют место представления

g(o) = go — А-‘(о — стД + о(ст — цД, o->os; (12)
o(g) = Os + A(go — g) +o(go — g), g-^go,

где
A — 2E\pQE/K. (13)

Применяя вторую из формул (12) и формулы (И) и (10), получаем 
следующее асимптотическое выражение для функции с, (/г):

ф(/г)~ Ф----------- Г, /г->оо. (14)

Для определения асимптотического закона распределения остаточных 
деформаций имеем очевидную формулу

е° = -gfr (ф — щ)2 + о ((о, — щ)2), /г-»ос, (15)

где е° — остаточная деформация.
На основании (15) и (14) устанавливаем

8° (Й) ~ ---- ^7- , h —> оо. (16)

По формуле (4) при помощи (12) получаем

h (₽*) = (go - g*)2 + о ((g0 - g*)2), t -> ос. (17)

Пользуясь этим результатом, формулой (11) и асимптотическим ра
венством р* 2g0/, приходим к следующему асимптотическому
представлению функции /г (₽):

(18)

Предположим, что при г->оо имеет место оценка р(£) =о(£-2). Ско
рость конца стержня, согласно первой из формул (2) и формулам (5) и 
(18), в этом случае будет изменяться по асимптотическому закону

и (0, t) 4В2 Ур0Е 1
К Р ' (19)t —» оо.

Ясно, что по такому закону изменяется скорость любого фиксирован
ного поперечного сечения стержня.
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Нетрудно получить также следующие асимптотические формулы, спра
ведливые при любом фиксированном значении h 0 и t^-co: 
если t~2 — о (р (£)), то

и (h, t) 4В2/р0£ 1
К Р '

Ci
У<УЁ

(20)

если p(t) ~ Cit~2 (Ci —постоянная), то
4 В- Ур0Е 

К (21)

Обратимся к равенству (7). В результате преобразования второго чле
на левой части этого равенства при помощи первой из формул (2) и фор
мулы (5) будем иметь

Осуществляя в записанном равенстве предельный переход при I -> оо 
и учитывая затем знак функции /2(Р), получаем полезное для оценки ве
личины В неравенство

Ь/fiTo
В<~ \ P(f)dt. (23)

и8 F(OS)

Пусть концу стержня сообщается продольный растягивающий удар со 
скоростью щ < —goes жестким телом массы М. Импульс приложенной к 
концу стержня силы за бесконечное время будет конечным и равным 
Ми0. Предположим, что функция t2p(t) при £—>-оо имеет предел (конеч
ный или бесконечный). Привлекая уравнение движения жесткого тела, 
приходим к выводу, что скорость конца стержня может изменяться толь
ко по асимптотическому закону (19). Предположив, кроме того, существо
вание при t^-oo предела функции t3p(t), устанавливаем, что напряжение 
на конце стержня убывает по асимптотическому закону

1P(t) 8МВ1 У РоЕ
QK (24)

где Q —площадь поперечного сечения стержня.
В задаче об ударе по концу стержня жестким телом имеем т = 0, по

этому В = Ь. Для величины b в этом случае получаем на основании (23)
оценку

Поступило
9 XI 1971
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