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В работе для р-адических чисел приводится конструкция, являющая­
ся аналогом алгоритма Перрона для действительных чисел, т. е. приво­
дится построение многомерных непрерывных р-адических дробей. Для 
построенного процесса доказывается сходимость, дается оценка скорости 
сходимости, дается оценка скорости роста представляющих элементов. 
В заключение приводится ряд теорем об эргодических свойствах много­
мерных непрерывных р-адических дробей.

Пусть р — некоторое простое число; через X обозначим множество оо о
р-адических чисел вида CiP\ а через Y—множество чисел вида 2 С<Р*- 

2=1 г=—тп
Если у е У, то будем называть у дробным р-адическим числом. Норму р- 
адического числа х будем обозначать через | х |, а не через | х | р. Для про­

се о
извольного р-адического числа z — СХ число {z} = С:Р' будем 

i=—m г——m
называть его дробной частью.

Теорема 1. Пусть х = (a:f, х2,.. ., хп) е Хп — система р-адических 
чисел такая, что числа х0 = 1, Xi, х2,... ,хп рационально независимы.

Для каждого натурального к можно определить систему п дробных р- 
адических чисел а/, .. ,апк (разумеется, зависящих от выбранного х,
так что правильнее было бы писать, например, апк(х)') таких, что они удов­
летворяют неравенствам |«?| р, |«„''| > |а?|, i = 1, 2, . . . , п — 1, и, 
кроме того, обладают следующим свойством. Положим, используя очевид­
ные сокращения,
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-где Е — единичная матрица порядка п.
Тогда х^ —~ lim n+i^ n+i, n+i, i == 1 ? 2? . . ., n, 

k—>oo
В частности, при n = 1 r12fc и r22k есть соответственно числитель и 

знаменатель /г-й подходящей дроби р-адического числа Это вытекает 
из сопоставления описываемой ниже конструкции с разложением р-ади­
ческого числа в цепную дробь, описанным в (*)■ Будем символически пи- СО
сать г = J] Я; (х).

2=1
Перейдем к построению дробных р-адических чисел аД i = 1, 2,. . . , п. 

Положим х0 — 1, х° = Xi, а° = {х? / ж00}, i — 0, Далее, положим 
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xf = xf, xf = х\_г + afxf, i=l, 2,... ,п. Отметим, что р-адические 
числа ^о1, xf,. . . ,xf рационально независимы. В самом деле, если целые 
рациональные числа q0, qi,...,qn удовлетворяют условию

Qoxo 4~ (hxi + • • • + Qn^n — О,
то

Qo (^1 «А) + • - • + Qn-i (хп апх0) + QA = О»
п—1

(зп — 2 Qiai+1) Х0 4" QoXl + • • • + Qn-lxn = 0.

i=0

откуда q0 = qi = ... = qn = 0. 
Так как

то

X1 х0 _ „0 хо хг+1 аг+1х0

жо

<1 X1 1 i = 0, 1,. . ч

Если теперь мы вместо р-адических чисел xf, xf,...,xf возьмем Жо1, 
xf,... , xf, то, применив тот же самый процесс, получим систему рацио­
нально независимых р-адических чисел Жо2, я/, • • • , жп2. Как и на предыду­
щем шаге, здесь а? = {xf / азэ1}, xol = xf, xf = + аЛсп2, i = 1,
2,... ,п, причем |xf1 < |xf |, i = 0, 1,..., п — 1.

Продолжая таким яге образом дальше, будем иметь для каждого к = 
= 1,2,... систему рационально независимых чисел xf, xf,..., xf. Ана­
логично предыдущему, xf = r'l’+) , xf = x^f{ + afxf~l, г = 1, 2,..., n, 
где af = {xf Ixf}, |af | > |af |, i = 0, 1,.. . , n — 1. Иначе говоря,

\xn I

Отсюда следует, что

n4-i
_ f _ У гк ,тк^— --- / 1 ' п+1, »

;=i
ным соотношением

х-г = 2 4^-1 для i = 1, 2,.. . , и, 1 = х0 = 
3=1

где коэффициенты rf определяются рекуррент-

гк• • • '1, П+1

/0 1
Л-i k-1 \ / k
11 ■ ■ Г1, 71+1 \ / «1

Л-1
П+1, 1 • .• • Г п+1, п+1/ \ k\ ап

Анализируя строение этих матриц, немедленно усматриваем, что до­
пустима запись rf = Ak+i~l, что заведомо |И +г+* | > 1 при к = 1, 2,..., 
а также что [ Аг | = | А{ | • | ап |. При п = 1 это дает приведенную 
в (‘) оценку снизу для скорости роста норм числителей и знаменателей 
подходящих дробей для всех х е X:

|п(ж) | ph-\ IftW I Р*-
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Имеем
^n+fe+l 1 jn+A+1 jh+A

1 ^n+l
jn+fe+1 ,n+i 

~~ лп+к
jn+A+1
Лп+1

jn+A 
^n+l КГ1 ■ 1 | П К! 

i=l

после приведения подоб-А П+Й+1 A n+k jn+k+1 лп+kтак как выражение Ап+1 — Ам At
ных членов не содержит слагаемых, в которые сомножителями входят 
а™аД при некотором тп.

Таким образом, получено не только доказательство сходимости опи­
санного процесса, но и оценка скорости сходимости. Итак, существует пре­
дел Gi = lim (ЛЛ / Лn+i), i = 1,. ■ . , п. Пусть е — произвольное поло- 

/£-*оо
жительное число. Выберем А, так, чтобы при к > /+ выполнялось неравен­
ство | Л?/Л п+1— G, I < е. Поскольку

п+1

Sk fe+1

7=1

Vi
7=1 3=1

Описанная конструкция является аналогом алгоритма Перрона для 
действительных чисел (2).

Вычисления показывают, что справедлива
Теорема 2. Если у е У, | у | = рт, то для к = 1, 2,. . . , п и любого 

натурального i
p~2m^P{x: a\(x) = y}^p-m.

Здесь через P обозначена мера Хаара на Хп, нормированная условием 
Р(Хп) = 1.

Соответствующий результат для действительного случая приведен в (3). оо
Определим преобразование Т пространства Хп в себя: Т (х) =п МДх). 

i=2
Из результатов (4) вытекает, что на Хп существует мера р, инвариантная 
относительно преобразования Т, такая, что для любого измеримого мно­
жества В е Хп CiP(B) «С у (В) +Е С2Р(В), 0 < Ci sC Сг < оо.

Теорема 3. Преобразование Т—точный эндоморфизм пространст­
ва Хп.

Доказательство этой теоремы можно получить, в силу (5), из того срав­
нительно легко проверяемого в нашем случае факта, что если ,н (В) > 0, • 
то lim у(ТлВ) = 1. Точность, как известно (5), влечет эргодичность и пе- 
ремешивание всех степеней.

Как показывает непосредственный подсчет, Р{х: апДх) = у, |у| = 
= ?ь} = р~2\ поэтому, используя индивидуальную эргодическую теорему, 
получаем следующие результаты.

Теорема 4. Существует некоторое действительное число С, 0<С<оо,
А

lim (П | а^(х)|) =С.такое, что для почти всех х е Хп

Теорема 
lim | Л^(х) |1/й 
/£-►00

Теорема

5. При г = 1, 2,... , п + 1 для почти всех х е Хп
= С. Постоянная С здесь та же самая, что и в теореме 4. 

k

lim v 21 ап(ж)1 = °°-
К i = i

6. Для почти всех х £Е Хп
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Теорема 7. Пусть у е К a R (х, у) означает относительную частоту 
(если она существует, разумеется), с которой выполняется равенство 
<ап(х) — у.

Тогда для почти всех х<=Хп R(x, у) принимает одно и то же значе­
ние.
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