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МАТЕМАТИКА

А. А. НОВРУЗОВ

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ КАЧЕСТВЕННОЙ ТЕОРИИ
ЛИНЕЙНЫХ И КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ 2-го ПОРЯДКА
(Представлено академиком И. Г. Петровским 10 XII 1971)

1°. Рассмотрим следующие уравнения:
a) Su = aik (х, и) uXiXk Ц- b (х, u,Vu) = О, 

коэффициенты которого удовлетворяют условиям
Х1|1(£) | а |2 aih(x, £)щсц tajx(£) | а |2;

So

I b (х, I, т]) К С± | т] |2 + С2, Р-1 (0 dt < +
О

(1)

(2)

(3)

где Xi, %2, Ci, С2 — положительные константы, а ц (t) — положительная 
функция на (О, |0);

б) S'u = Ьгк (х) ux.xk + b (х, и, Vи) = 0, (4)
коэффициенты которого удовлетворяют условиям

л31 а |2 bik (х) щец Х41 а |2; (5)
bik(x)-bik(y)\^<p(\x-y\), $(р(г)г-^г< + оо; (6)

О

IЪ(х, L ц)|<ь0(В)In 12 + с3, $&о(В)^< + ~; (7)

|6| + |^.| + |&?| + (4+|л|)1Ч |^С4(1+|ц|2), (8)
где Сз > О, С4 > 0 — константы, ц = (т]1, т)2, ..., л*)» М£)—положи
тельная функция на (0, Го).

Введем следующие обозначения: Rn — га-мерное эвклидово пространст
во, D — область пространства Rn (ограниченная или неограниченная), 
FD — ее граница; CD — дополнение области D-, Q„x° — открытый шар радиу
са р с центром в точке х°, a S*° — его граница; Q р__ — шаровой слой 
между сферами Sx° и S£; НХ°Р2 = CD П , rm = 2m, где m — любое 
натуральное число; CS(E~)— s-емкость множества Е (см. (*)).

.. д2
Пусть и(х)—решение уравнения 1) и L = А (ж) дх дх , 

k
L'= Ъ (ж) , где А1й(ж) = a'k(x, п(ж)) \ р(м(ж)), a b‘h(x) те же са-

xi oxk
мыс, что и в уравнении (4). Тогда

М]а|2 Aik(x)aiah Х2|а|2, %3|а|2 <5 6й(ж) щщ Х4|а|2. (9)
Определение 1. Пусть D <^Rn — ограниченная область и х° е FD. 

Назовем точку х‘FD Xi, ^-регулярной точкой, если выполне
ны следующие условия: для каждой пары е4 > 0, е2 > 0 найдется такое 
6 > 0, что, каковы бы ни были область D' <^D с границей FD', равно
мерно эллиптический оператор L, определенный на D' с. константами Х4, 
Х2 неравенства^ (9), и субэллиптический, для него функции и (ж) < 1, не
прерывная в D'; из того, что м|гл'П0е“^ 0 следует, что zz|в'псц" е2.
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Определение 2. Пусть имеется класс Л операторов вида L', опре
деляемый константами Х3, /./, неравенства (9) и функцией неравенства 
(6). Точка х° е FD называется равномерно регулярной для за
дачи Дирихле относительно этого класса Л операторов в области D, если 
существует положительная функция со (г), 0 •< г < т-„ стремящаяся к 
нулю при г-э-О, такая, что, каковы бы ни были окрестность ст точки х°, 
область D' с. D с границей FD', оператор L' е Л в D', субрешение 
и(х)<б. 1 для оператора L', непрерывное на D'VjFD' и неположительное 
на пересечении FD' П ст, имеет место неравенство и (х) < о — а;°| при 
х D' Г] ст', где о' — окрестность точки х°, зависящая от ст и п и не зави
сящая от D', L' ии(х).

Определение 3. Пусть в ограниченной области D cz Rn дана за
дача Дирихле L'u — QbDwu = ^ на FD, где ф — непрерывная функ
ция на FD. Пусть для любой непрерывной яр обобщенное решение зада
чи Дирихле в смысле Винера (см, (4)) существует. Обозначим его щ. Тог
да точка х° е FD называется регулярной относительно задачи Ди
рихле, если имеет место равенство lim и(х) = ф(а:0).

х->х°
Теорема 1. Пусть в ограниченной области D<zzRn дано уравнение 

(1) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям (2) и (3). Пусть 
х° FD и Сt(Q^-CD) — у,„.

Для того чтобы точка х° е FD была к2-регулярной, достаточно, что- СО
бы ряд У! 4"!Sy„ расходился, где s — положительное число, зависящее 

m=i
ТОЛЬКО ОТ 2,1, %2 и п.

Теорема 2. Пусть в D определено уравнение (1) и выполняются 
условия (2) и (3). Если точки х° границы области D можно коснуться 
вершиной конуса, лежащего вне D, то точка х° будет к2-регулярной.

Теорема 3. Пусть х° ge FD и относительно уравнения (1) в области 
D выполнены условия (2) и (3). Пусть область D такова, что можно вве
сти ортогональную систему координат ylf у г,.. . , уп с началом в точке х№ 
такую, что для некоторого h > 0 множество точек

г /"^ 9\’А -i/G-з) ■>
= <£/п|Мп| , 0<г/п</г|,

где I = sup Ап(х)\A‘!l(x)£i£k п 4, принадлежит дополнению обла- 
151=1

сти D.
Тогда точка х~ является к2-регулярной.
Теорема 4. Пусть в неограниченной области D дано уравнение (1), 

коэффициенты которого удовлетворяют условиям (2), (3) и С2 = 0. Пусть 
решение и(х) уравнения (1) положительно внутри D и обращается в 
нуль на границе этой области. Пусть 2? > 0 — некоторое достаточно боль
шое число.

Тогда для любого положительного решения уравнения (1) имеет мес
то неравенство

sup u(x)

sup и (х) ■ ехр [ Ко \ и (t) dt m+1) -1
Г

где М — sup , г < R, s имеет тот же смысл, что и в теореме 2,аКЙ> 0,. 
|х|=г

Ki > 0 — константы, зависящие только от %i, k2 и п.
Теорема 5. Пусть в ограниченной области D zRr‘ дано уравнение 

(4) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям (5), (6) и (7).. 
Пусть точка х° е FD и С,,_2(СД_т -CD)—
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Для того чтобы точка х° е FD была равномерно регулярной, достаточ- 
ео

но, чтобы ряд 2j 4(п“2)ут расходился, а в случае, когда выполняется ус- 
771=1

ловив (8), то это условие является и необходимым, следовательно, точка 
х° Е FD будет регулярной в смысле определения 3.

Теорема 6. Пусть в неограниченной области D дано уравнение (4) 
с коэффициентами, удовлетворяющими условиям (5), (6), (7) и С3 = 0. 
Пусть решение и(х) уравнения (4) положительно внутри D и обращается 
в нуль на FD. Пусть R > 0 — некоторое достаточно большое число.

Тогда для любого положительного решения уравнения (4) имеет мес
то неравенство

sup u(x)
/ \ Г [1ПЛ] Сп-2 - W 1sup и (х)-ехр Ьо (/) dt) > М ехр |яз -------- ]»

|Х|>Я 0 7П=1

где М = sup а(ж), г < R; К? > О, К3 ^> 0 — константы, зависящие толъ- 
|х|=г

ко от %3, Х4, п и от функции <р неравенства (Т).
Теорема 7. Пусть уравнение (4) дано во всем пространстве Rn и 

выполняются условия (5), (6), (7) и С3 = О, 1. Пусть и(х)—ре
шение уравнения (4), также определенное в Rn. Пусть Е+ (Е~)—множе
ство точек х е= Rn, где и(х) > 0 (и(х) < 0) и общее число компонент мно
жеств Е+ и Е~ не меньше N.

Тогда lim Zx, где М (г) = max | и (х) | и I 0 — константа,
г-^оо IBг |х|==г

зависящая от Х3, %4, N.
Отметим, что в доказательстве всех этих теорем используется та или 

иная форма леммы о возрастании положительных решений уравнений (1) 
и (4) аналогично линейному случаю (см. (*)).

Теорема 8. Пусть коэффициенты оператора S' удовлетворяют усло
виям (5), (6), (7) и С3 = 0. Пусть и{х) — отличная от постоянной функ
ция, удовлетворяющая неравенству S'и 0 в сфере SR° с выколотым 
центром и Mr — max и (х).

|x|=R
Тогда, если при 0

Г о (In In I х I), n = 2,
“ I o(ln|z|), тг>2,

то u(x) < Mr при 0 < |ж| < R и, более того, lim и(ж) < MR.
|х] —*0

Теорема 9 (неравенство Гарнака). Пусть и(х)—положительное 
решение уравнения (4) внутри QR° и в QF выполняются условия (5), (6), 
(7) и С3 = 0.

Тогда существует константа а!>0, зависящая только от А3, п, функ- 
2R

иии &3(д) неравенства (6) и от $ y(t)t~ldt, такая, что при
■ о

/зТ? выполняется неравенство
d_Iw(0) «С и(х) du(Q').

Теорема 10 (Лиувилля). Пусть эллиптический оператор вида (4) 
определен во всем пространстве Rn и выполняются условия (5), (6), (7) 
иС3 = $.Пустъ и{х)—решение уравнения (4), ограниченное во всем 
пространстве Rn.

Тогда и(х) = const.
2°. Рассмотрим уравнение

ё(г)аа(х)их.х]:+Ь^х)ич + с(х)и = 0; (10) 
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относительно коэффициентов уравнения (10) будем предполагать, что все 
функции аЛ(ж) удовлетворяют условию Дини (равномерно). Ь.(х) и с(х) 
ограниченные и кроме того выполняются неравенства

«01 а |2 =< aik (х) сцак < aY | а |2, (t) dt<x,
о

где g(t)—монотонно неубывающая положительная функция на (0, io), 
«о > о, Й! > 0 — константы, а г — расстояние от любой точки области D 
до ее границы.

Теорема 11. Пусть точка х° принадлежит границе ограниченной об
ласти D. Пусть в D определено уравнение (10) и

Сп-2 2-«i(i+q) П CD) = Cm, где 0 g 1.

Для того чтобы точка х° е FD была регулярной в смысле определе-
со

ния 2, необходимо и достаточно, чтобы ряд 2 2(n_2)mCm расходился. 
7П=1

Теорема 12. Пусть х° е FD и ограниченная область D обладает тем 
свойством, что если ввести ортогональную систему координат yi, уг,... 
. .., уп с началом в точке х°, то точки, принадлежащие воронке

п—1 1/2
( 2 у0 < Уп 1111 Уп |-1/(п~3), о < уп < h, 
' i=l '

при каком-либо h, 0 <6. h <Z 1, не принадлежат области D (п 75= 4).
Тогда точка xT^FD будет регулярной для уравнения (10).
Рассмотрим уравнение

/ (г) (a’ft u^xk + Ъг (ж) их. + С (х) и = 0; (И)

коэффициенты уравнения (11) удовлетворяют условиям: функции а'Дх), 
Ьг(х), с(х) ограниченные и измеримые, кроме того выполняются нера
венства

а21 а |2 агк (х) «С а31 а |2, f~l (t) dt
о

где а2 > 0, а3 > 0 — константы, f(t)— неубывающая положительная 
функция на (0, t0), а г — расстояние от любой точки области D до ее гра
ницы. Под решением уравнения (11) понимается слабое решение в смыс
ле работы (3). Для решения и(х) уравнения (11) справедливы теоремы 
И и 12.

Вопросу регулярности граничных точек и другим качественным воп
росам для квазилинейных уравнений был посвящен ряд работ ((5,6) и 
др.). В них рассматривались уравнения в дивергентном виде. Что касает
ся квазилинейных уравнений в недивергентном виде, то укажем, что тео
ремы 1, 2 и 3 в частном случае независимо получены А. А. Космодемьян
ским (в печати).

Выражаю искреннюю признательность проф. Е. М. Ландису за полез
ные советы при обсуждении этой работы.

Азербайджанский государственный Поступило
университет им. С. М. Кирова 12 X 1971
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