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1. Пусть А — замкнутый симметрический несамосопряженный опера­
тор в гильбертовом пространстве Н с областью определения 3)А, необяза­
тельно плотной в Н, Г — его поле регулярности. Оператор А называется 
регулярным (*),  если вся вещественная ось содержится в Г*.  В настоя­
щей работе описывается совокупность всех спектральных разложений ре­
гулярного оператора А. В более общем случае, когда Г имеет непустое 
пересечение с вещественной осью, получена формула, выражающая зна­
чения произвольной спектральной функции оператора А на отрезках, со­
держащихся в Г. Один из результатов работы, полученный без каких-либо 
предположений относительно Г, дополняет ранее установленную формулу 
обобщенных резольвент произвольного симметрического оператора.

2. При любом комплексном X положим % = (А — К1)И)А, 9Ь. = 
= Н Q Ж; если /. е Г. то 9+ = 9Л?.. Как известно (2), при любом невеще­
ственном X S) а и +. линейно независимы и ФА = Н.

* В отличие от (*) здесь оператор А не предполагается плотно заданным, а его 
дефектное число — конечным.

** В (3) это предложение доказано для X е П, одпако проведенное там рас­
суждение остается в силе для любого X е р.

*** Эта лемма совпадает по существу с одним результатом 10. Л. Шмульяна ((4), 
лемма 3), относящимся к теории, расширения изометрических операторов.

Пусть Хо — произвольное фиксированное невещественное число, т0 = 
= Im Хо. Положим 91 = Определим оператор Втэ А следующим обра­
зом: 3)в = S)A + 91, ВЦ + <р) — Af + Хоср, / е 3)А, <р е 91. При т0 < О 
(>0) В (соответственно —Я) является замкнутым максимальным дис­
сипативным оператором (3). Пусть П — полуплоскость, верхняя или 
нижняя, содержащая Хо, а р — резольвентное множество оператора В. 
Тогда П cz р cz Г.

Лемма 1. При любом Хер пространство Н представимо в виде 
прямой суммы Я = + 91; для оператора проектирования Р(Х): Н->91,
соответствующего этому разложению, имеет место формула

P(K) = ^^P^B-lQI)(B-Kiy^ (1)
Ао — Ao

яде P%i — ортопроектор на 91 **.
Согласно (1), операторнозначная функция Р(Х) аналитична в каждой 

связной компоненте множества р.
Заметим, что при любом вещественном X 9+ и 91 линейно независимы 

и н е ж + эг = {/ ё= ФА : Af = Kf}.
Лемма 2. Если оператор А ограничен, то оператор В тоже ограни­

чен, причем

II II 41 То |' I IM II + I I + V( |М || + I I )2 + 41 т011| А || ]2.

Следствие. Если оператор А ограничен, то S)A + 91 = Я.
Следующее предложение, в котором оператор А не предполагается ог­

раниченным, вытекает из леммы 2, примененной к оператору (А — XI)
Лемма 3. Если Im /. = 0 «.Хе Г, то Хер ***.
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Положим 91' = 9к'о, К (J.) =P(X) 191', лер. Напомним, что при любом 
/. еП 11Я(Л)||^1, а операторнозначная функция ——Ь- К (X), /. еП, 

X — Хэ
есть характеристическая функция оператора А (5,3). Отметим, что при 
любом вещественном /. е Г К(к) изометрически отображает ЗУ на 31 *.  
Если/.Ер и Zep, то .К*  (Л)к(А,) =/т,-и Л(Х) .й? (Л) =/эд' (7^'— еди­
ничный оператор в 31).

* Это предложение содержится в теореме 8 из (4). При излагаемой нами трактов­
ке операторной функции К(%) указанное предложение следует из сформулирован­
ных выше лемм 1, 3 и леммы 3.1 работы (3).

** Иное описание совокупности обобщенных 31-резольвент вытекает из одной тео­
ремы М. Г. Крейна и Ш. Н. Саакяна ((7), теоремы 4) в том случае, когда оператор А 
плотно задан и существует % е II такое, что л <= р; при этом следует учесть лемму 1.

3. Рассмотрим класс всех аналитических в полуплоскости П опера­
торных функций F(k), значениями которых являются нерастягивающие 
операторы, отображающие 31 в 31'. Пусть ‘ё’о — совокупность всех тех 
F(K) е которые удовлетворяют условию: если ИтЯ(Л)ф = ф, 

lim [|Х| — ||Я(Л)ф||)] <оо, ?.еП,е< |argX| < л — е, и при этом
X—*00

<р — ф Е @)А, то гр = 0. Для плотно заданного А указанное условие три­
виально, так что в этом частном случае *Fo  = <й?. Согласно (’), формула

Ял == (H.F(X) — Х7)-1, /. е П,

с учетом равенства ЯГ = ЯЛ* задает взаимно однозначное соответствие 
между совокупностью всех обобщенных резольвент Я?., Im % #= О, опера­
тора А и совокупностью 'ё’о функций Я(Х), Хе П; здесь 4F(x) при любом 
/. еП есть расширение оператора А, определяемое оператором Я(Х) ана­
логично известной формуле Неймана.

Обобщенной 31-резольвентой оператора А будем называть операторно­
значную функцию Ял,зд = P^rRk |3l, Im X =£ О, где Ял — произвольная 
обобщенная резольвента оператора А. Очевидно, что Я^ й = Ях, jj.

Произвольному нерастягивающему оператору V в 31 (S5y = 31), не 
имеющему ненулевых неподвижных элементов, поставим в соответствие 
ею дробно-линейное преобразование

Tr = (X07-U)(V-7)-‘.

При То < О (>0) Tv (соответственно —Tv) является замкнутым мак­
симальным диссипативным оператором в 31; V есть преобразование Кэли 
для 7V

Отметим, ЧТО для произвольной функции Я(Х) е ‘g’o при любом /. £= Г! 
оператор Я(Х)Я(Х) не имеет ненулевых неподвижных элементов.

Теорема 1. Формула

R^ = [Я(Х)Я(Х) - 7] [(Х„ - Х)Я(Х)Я(Х) - (Хо - Х)7]-4 =
= (ТК(л)у(Х) — Х7)-1, /. е П. (2)

определяет взаимно однозначное соответствие между совокупностью всех 
обобщенных ^-резольвент Rx.yi оператора А и совокупностью К&о всех 
функций Х(Х)Я(Х), 7ДХ) е'йХ **.

Замечание. Формула (2) устанавливает взаимно однозначное со­
ответствие между совокупностью всех обобщенных 51-резольвент опера­
тора А и совокупностью функций Я(Х) тогда и только тогда, когда 
Л(Х) удовлетворяет условию: для любой аналитической и ограниченной 
функции ф(Х), X е П, со значениями из 31х, не равной тождественно пулю, 
Я(Х)ф(Х) тоже не обращается тождественно в нуль. Для выполнения 
этого условия достаточно, а если dim 31х <Г оо, то и необходимо, чтобы при 
некотором /. еП оператор К (X) обладал левым обратным.
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4. Пусть Et, —оо < t < оо, — произвольная спектральная функция 
оператора А (8,9) *.  Операторнозначную функцию S(t) = Р% Et\R, 
— оо < £ < оо, будем называть 91-спектральной функцией оператора А 
(ср. (7)). Соответствующая обобщенная 91-резольвента Im к =0= О,

* Фундаментальная работа (8) посвящена спектральным функциям плотно за­
данного симметрического оператора, случай оператора с неплотной областью опре­
деления рассмотрен в (9). Основные результаты (8) изложены в (10).

** Здесь используется обозначение, принятое в (и), стр. 565.

оператора А связана с S(t) равенством

„ С dS (t)
= ) г__х •

—00

Теорема 1 в сочетании с формулой обращения Стильтьеса дает описа­
ние совокупности всех 91-спектра л иных функций оператора А.

Предположим, что Г имеет непустое пересечение с вещественной 
осью.

Теорема 2. Если. [а, р] с= Г, то
₽

Я₽-Яа = $Р‘(Х)й5(Х)Р(Ь) (3)
а

и для любого f е 3)А
г

(Е$—ЕД Af = ^ЪР*  (Д') d,S (К) Р (Д) f. (4)
а

Отметим, что Р*(Д)  есть оператор проектирования на 91>. параллельно 
Ж-

Пусть теперь оператор А регулярен. В этом случае формулы (3), (4) 
справедливы при любых вещественных а и р. Из (4) следует, в частности, 
что для любого / е ФА

оо

Л/= J ХП*(А,) (£5'(Х)Н(Х)/;
— оо

несобственный интеграл сходится здесь в сильной топологии.
Поставим в соответствие каждому f е Н векторнозначную функцию 

twiE) аналитическую на вещественной оси. Если то
= Х/з?(А.).Из (3) вытекает

Теорема 3. Для любого f Н имеет место равенство
оо

(/,/) = $ (^(МЫЧ/НЧ- 

—оо

Таким образом, Н реализуется в виде некоторого пространства анали­
тических векторнозначных функций, являющегося подпространством в
S. (91; (— оо, оо), cZS(X) **,  а оператору А отвечает при этом часть опера­
тора умножения на независимую переменную. Если отождествить А с его 
реализацией, то оператор умножения на независимую переменную в 
27г(91; (— оо, оо), с£5(Х)) является тем минимальным самосопряженным 
расширением оператора А в смысле теории М. А. Наймарка (8), которое 
определяет рассматриваемую спектральную функцию Et. Попутно мы по­
лучаем следующий результат, позволяющий оценить кратность спектра 
любого минимального самосопряженного расширения регулярного опера­
тора.

Теорема 4. Дефектное подпространство 91 регулярного оператора А 
является порождающим для любого минимального самосопряженного рас­
ширения этого оператора.
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Рассматриваемые здесь вопросы тесно связаны с теорией представле­
ния симметрических операторов, построенной М. Г. Крейном (\12)- Мы 
получили реализацию регулярного симметрического оператора, выбрав в 
качестве модуля представления Z дефектное подпространство Л. Соглас­
но леммам 1 и 3, для любого регулярного оператора А существует такой 
модуль представления S7, что всякая вещественная точка является 
^-регулярной в смысле терминологии М. Г. Крейна, установившего этот 
факт в частном случае плотно заданного регулярного оператора с де­
фектным числом, равным 1 (см. (*),  стр. 34).
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