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Рассмотрим обратную задачу Стефана, состоящую в определении по­
тока h(t) = п(0, i)ux(0, t) е=С“[0, Т], 0 < а =< 1, обеспечивающего же­
лаемое движение фазового фронта s(i), и функции и(х, t) из условий*

* Q = {(*, О: 0 < х < s(z), 0 < t Т].

р(х, t)ut = (а (х, t)ux)x + b(x,t)ux + с (ж, £) и- + /(•£, Т), (х, 0 е Q,
и(ж,0) = ф(ж), 0 sg: ж s(0), u(s(t),t) — p(s(i),i); (1°)

a(s(<), t) = —x(s(i), i, s(Z) + v(s(i), t).

Здесь x(s(i), t) x0 > 0, s(0) = I > 0. Будем предполагать, что р(ж, t) е 
^CA-'tQ), а(х, i) eCi+'a '(Q); b(x, t), c(x, t), f(x, t) (= О a/\Q); 
<p(a?) <= C‘[0,1], p(s(i),i), x(s(i),i), v(s(O,f), s(Z) e C‘[0, T], 0 < a 1, 
и выполнены условия согласования

ф(s(0)) = p(s(0), 0),
a(s(O),O)q/(s(O)) = —x(s(0), 0)s(0) +v(s(0),0). (1)

Известно (1_3), что решение такой задачи существует не для любых 
функций ф(ж), ц, («(£),£), х(з (£),£), v(s (£),£), а если и существует, то не­
устойчиво.

Предлагаемый ниже метод позволяет находить решение поставленной 
задачи в случае его существования или строить некоторое квазирешение 
в противном случае.

Наряду с исходной задачей (1°), рассмотрим вспомогательные задачи

р(ж, i) ut = (а(х, t) их~)х + b (х, t) йх + c(x,t)u + / (ж, t), (х, t)^Q-
й(х, 0) = ф (ж), OsS^^s(O), а(0, t) йх(0, t) = h(t), (Iz)

u(s(t),t) = p(s(t), t),
p (x, i) Ut = (a(x, t) wx)x + & (x, Z) zK -|- c(a:, i) й + f(x, t), (x, t) ^Q;

й (x, 0) = ф (ж), O^zc^s(O), a(0,1) nx(0, t) = h(t),
(I") 

a(s(t),t)ux(s(t),t) = + v(s(t), i), 0 t T.

Здесь функция A(i) eC®[0, Z7], где 0 < « l и выполнено условие со­
гласования

a(0, 0)<p'(0) = fe(0). (2)

При сделанных предположениях относительно коэффициентов уравне­
ния и функций, входящих в начальное и граничное условия, гарантирует­
ся существование и единственность достаточно гладких решений й (х, t) и 
й(х, t) задач (Г), (I") (4).
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(3)

Введем функционал
7(Л) = (й —u)2 dx dt = || й — ~й

Q
Ясно, что J(А) 0 при любой функции Д(£) е НАДО. 71] при условии (2).

Теорема 1. Необходимым и достаточным условием существования 
решения обратной задачи Стефана (1°) является наличие такого элемента 
h*  (t) е Са[0, Т], для которого справедливо равенство

=0 при h*(t)  — a(Q,t)ux°(O,t), (4)

где u°(x,t) —решение обратной задачи Стефана (1°).
Будем предполагать, что h(t) eJfj'lO, Т] (это обеспечивает принад­

лежность h(t) классу С“[0, Т] при 0 < а -Л. ‘/2 (5)), а в качестве множе­
ства, пробегаемого элементом h(t), возьмем, например, множество

: Л (0) = а (0,0) <р'(0), ROlLi <R} = G Q Шй, 
'»'2

где приняты следующие обозначения: 
G = {h ((i) е W1 [0, Т] : h (0) = а (0, 0) ср' (0)}, 
шй = {h(i) е Wi [0, T\:\h(0h <R}.vV о

Обозначим J*  (R) = inf J(h). Теорему 1 можно теперь переформули-
ZisGR 

ровать следующим образом.
Теорема 1'. Равенство J*(R)  =0 является необходимым и достаточ­

ным условием того, что обратная задача Стефана (1°) разрешима и эле­
мент h*(t)  — a(O,t)ux°(O,t) ^Gr, где и° (x,t) — решение задачи (1°), 
причем элемент h*  (() таков, что = J*  (R) =0.

Для построения решения обратной задачи Стефана (1°), или ее квази­
решения, если решение не существует, мы воспользуемся, опираясь на тео­
ремы 1, Г, минимизацией функционала (3). Для этой цели в первую оче­
редь нужно изучить свойства функционала (3) и свойства множества GR. 
Легко показать, что множество GR выпукло, замкнуто и ограничено в 
Ж‘[0, Г]. Множество G также является выпуклым в пространстве 
ЖД0, Т]. Легко доказать, что справедлива

Теорема 2. Функционал J(h) является выпуклым функционалом.
Для доказательства дальнейших теорем используются леммы об апри­

орных оценках функций и их производных, при этом приходится несколько 
модифицировать методы работы (6).

Теорема 3. Функционал J(h) является непрерывным в метрике про­
странства Ж? [0, Т] и в метрике L%[0, Т] на множестве Gn.

Теорема 4. Функционал J(h) дифференцируем в пространстве 
Л2[0, Т] и его градиент J' (h) имеет вид

J'W = ф(0, /) +ф(0,/),

где ф(я:, i) и ф(а:, t)—решения соответствующих сопряженных задач 
(I/), (I/') при х — 0.

Те орема 5. Градиент функционала J'(h) удовлетворяет условию 
Липшица по h в Л2[0, Т] с константой, определяемой через исходные 
данные.

Последняя теорема обеспечивает достаточно быструю сходимость гра­
диентных методов для минимизации 7(7г) на GR. При решении вспомога­
тельной экстремальной задачи inf J(h) будем различать два случая:

GR
А) решение п°(ж, t) обратной задачи Стефана (1°) существует на GR, 
Б) исходные данные задачи (1°) таковы, что она не имеет решения 

на Gr.
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Теорема 6. При R-+R*  имеют место соотношения 
II “в II uR - >0.

* uRaR назовем квазирешением (1°) на GR при R < R*; квазирешенпе минимпзп- 
оует невязку Фн(а) вЩ [0, 7] по параметру а.

** й = Ph и и = Ph — решения краевых задач (Г) и (I").

W ъ YV 9

Введем семейство функций
Ur = auR + (1 — a)uR, 0<а<1.

Утверждение 1. При любом фиксированном а, С'АаС 1. имеет 
место сходимость

Утверждение 2. Стационарная точка aR функции Фл(а) при 
R < R*  является точкой минимума, причем 0 <' aR < 1, т. е.

Фд (а) = min Фд (а) =
— со<а<-г-со

фд (а) = II (1 — а) [“Д (s (0> 0 — И (* (0> 0lit"”

фд (а),min
0<а<1

дан
дх

_L_
lx=s(O 1 XS —

Теорема 7. При R-+R*  функции uRan(x,t) * сходятся в норме ПУ*  
к решению u°(x,t) обратной задачи.

Прежде чем перейти к исследованию случая Б), введем множества ** 
U = {и.Ж2 (()): и — й — й,й — ph, й — Ph, h<=G, h (0) = а (0, 0) (f' (0)},

UR = {u EE W;1 (Q): и = й — и,й = ph, й = Ph, hEzGR, 
7z(0) = a (0, 0)<p' (0)};

тогда экстремальные задачи могут быть записаны следующим образом:

./ = inf J (К) = inf || и ||12,
li^E.Cr tiGrC'

Г(Д)= inf J(h) = inf II w lit.

Утверждение 3. Множество U является выпуклым.
Утверждение 4. Множество UR при любом фиксированном R яв­

ляется выпуклым, ограниченным и замкнутым в L2(R).
Известно (9), что выпуклое замкнутое множество в гильбертовом про­

странстве содержит единственный элемент с наименьшей нормой. Следо­
вательно, при любом R > 0 существует1 единственный элемент uR е UR та­
кой, что ||ил||У = inf ||и||у — /*(/?).

u(ZUR

Замыкание множества U в норме L2(Q), обозначим его U, также со­
держит единственный элемент й (х, t), для которого справедливо равенство 
IIйПУ = oinf lluliy.

u&-L
Заметим, что в случае А) элемент й = 0, и, согласно теореме 1. при­

надлежит множеству U. В случае Б) может оказаться, что 1Б) элемент 
й ее U, 2Б) элемент й е U \ U.

В случае 1Б) множество
q = {h ЕЕ G: й = й — ^,й = Ph, ’й — ph}

непусто и для любого fe e G справедливо равенство
J (Ji) = inf J (/г) = inf || и |t = J .

G U
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Если множество G содержит более одного элемента, то на множестве G 
можно определить семейство квазирешений как множество таких пар 
(А, и*  (х, t,h)), для которых

и*  (х, t, h) — a(h) й°(х, t, h) + (1 — a(h)) iPfx, t, h),

где u°(x,t,h) — Ph, u°(x,t,h) = Ph, а число a(h) выбирается из 
условия

Ф (a (h), h) = min Ф (a, h).

Здесь
« о ди., (х, 1; h) I „Ф (а, /г) = || иа (s (Z), t; h) — р (s (t), t) \\t2 + |j a----- 1 + xs — v j|p2,

u* a (x, t\ h) = ай° (x, Z; h) -J- (1 — a) w° (x, Z; /г).

Для функции Ф(а, h) при фиксированном h справедливо утверждение 2. 
Для выделения из этого семейства единственного квазирешения можно 
применить метод расширяющихся множеств. Поскольку G выпукло и зам­
кнуто, то оно содержит один элемент с минимальной нормой; обозначим 
его h*  (t) и положим R*  = ||Д*(/)  ||w221. Тогда согласно (8) при любом 
R R*  существует единственный элемент hR е GR такой, что

J(hR) = J*(R)-,

при этом \\hR — 0 при
Обозначим uR = PhR, uR = PhR, u0(x,t) = u°(x,t, h*),  u°(x,t) =

= u(x, t, h*),  aR- — a(h*),  ur- = aR»u° + (1 — ап)й°. Как в случае А) 
(теорема 6), можно доказать следующее утверждение.

Теорема 8. При R-+R*  имеют место соотношения

||йв — й°|| тг221 “-*■  0, ||йв — m°||w2’1 ->■ 0.
Квазирешение (Лв, и,г*)  на множестве GR при R =£7 R*  определим анало­

гично случаю А) (теорема 6 и замечание после теоремы 7).
Теорема 9. При R-xR*  квазирешение uR* сходится в норме ИА21 

К функции Ur» = Ид* “д* .
Доказательство легко выполняется от противного.
Теорема 10. Последовательность uR сходится в L2(Q) к функции 

й (х, Z).
Используя изложенную методику, можно получить аналогичные ре­

зультаты, когда исходные данные возмущены в пространствах Гёльдера 
или даже L2(Q), что существенно для некорректной задачи.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 9 VII 1971
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