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1. Исследование спектральной асимптотики для негладких эллиптиче­
ских (возможно, вырождающихся) задач было начато авторами в (\ 2). 
Было показано, что классическая асимптотическая формула для спектра 
задачи Дирихле справедлива в случае произвольных ограниченных откры­
тых множеств и при весьма слабых предположениях о коэффициентах 
уравнения. В настоящей заметке приведены дальнейшие результаты в 
указанном направлении. Эти результаты близки к окончательным: спект­
ральная асимптотика оправдана при тех же естественных условиях, при 
которых получены оценки спектра. Тем самым устранен «разрыв», имев­
шийся в (2).

Как и в (\ 2), спектральная задача ставится в вариационной форме. 
Рассматриваются задачи, которые в «гладком» случае соответствуют урав­
нениям вида $и = kst-u. По сравнению с (*,  2) постановка задачи расши­
рена: включен случай систем, а также операторов $ нечетного порядка. 
Рассмотрена задача Неймана. Основные результаты прилагаются к задаче 
о спектральной асимптотике по малому параметру при старших членах 
уравнения.

2. Ниже С*  — унитарное пространство, /g — скалярное произведение
для f,g^ Если w — (k X к)-матрица, то w — ее эрмитово сопряжен­
ная. Для открытого множества Q cz Rm обычным образом определяются 
классы к-АО-- 1 =+ а °о, и классы Соболева Я'й; норма в L,.Q. обо­
значается через || • ||а.

Пусть целое I 1, щ, <т2 — мультииндексы, | щ | = | о21 — I. Пусть 
а(х) = {aff|a2(a;)} — «клеточная» матрица, где аа,„2 — (к X &)-матрицы

Условие I. Открытое множество QcR’ ограничено-, 
почти везде в Q матрица «(ж) положительно определена и a~i при
a~l < 2lm~l.

На вектор-функциях и: QС'‘ определим квадратичную форму А:

A [w, н] = 2 а<н<зг(х) D°2uDa'u dx.
|<Т1| = |СГ2|= I h

(1)

При условии I форма (1) положительно определена на C0°°Q как форма в 
LzQ. и допускает замыкание. Через Я (а) обозначается пространство, воз­
никающее при пополнении по метрике формы А.

3. Будем относить комплексную меру ц к классу 1 < р + оо. если 
ц абсолютно непрерывна и dp / dx е ZpQ; при этом ||ц||р = ||йц / dx ||р. 
Через SR, обозначается класс всех конечных борелевских мер с нормой 
Нц!1(п = |ц| (£2). Для матриц включение це понимается поэлементно.

Пусть г — целое пли полуцелое число, 0 + г < I, т(, т2 — мультиип- 
дексы, |ti| + |т2| = 2г. Пусть каждой такой паре мультипндексов сопо­
ставлена матричная мера цт,Т2, причем цТ1т2 = 1+,. Набор мер ц = {цт,т2} 
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также будем называть мерой и положим b — {&Т|Т2} = {</pTlrs / dx}. Мера ц 
указанного вида порождает квадратичную форму

В [и, и] = 2 § Цт,т2 (dx) D^uD''u, (2).

|Т1|, |Тг| Ы + Ы = 2г-

Условие II. В (2) рТ1Т2 <= Х2 , причем

ст1 + (Pr,r2)_1 < 2 (Z — г) т~\

a-1 + 2(₽t,J-1 < 2(Z — |т;|И^ + 1, i = 1, 2.

4. При совместном выполнении условий I, II форма (2) вполне непре­
рывна в пространстве И (а). Она определяет в Н(а) вполне непрерывный 
самосопряженный оператор—«оператор задачи 3)(А, В; й)» (задачи 
Дирихле). Последовательные собственные значения этого оператора обо­
значим через В, О; ЗУ).

Теорема 1. Пусть выполнены условия I, II.
Тогда для собственных чисел S, й; S5) справедлива

оценка
К^Сп'Ц а_1||а2Ин1Ы1Т2)> q = 2 (I — Г) пГ1. (3>

TfC2

Постоянная С зависит от m, k, Z, г, а, pt[t2 и от диаметра О, но не зависит 
от а и р.

Если при этом мера р сингулярна, то krA = о (пл'’).
Переходим к описанию асимптотики, которую удобно формулировать 

в терминах функций распределения пt (X) = 21, {к. Обозначим
1г

через а, b символы форм А, В'.

а (х, £) = 2 йО1О2 (г) £а1+О2, b (х, £) = 2 И Г1+Т2 ■
0102 Tfr2

Символы суть эрмитовы (к X Л)-матрицы. Сингулярная составляющая 
меры ц не отражается на символе формы В.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 для спектра задачи 2D (А, В; й) 
справедлива асимптотическая формула

Iim Z,en+ (К) — (a, b', Й), 20 = m (I — г)"1, (4)
>.-»0

со+ (а, Ь; О) = ■ -1 Tr {[a-^ba-'/2]^} dS (g) dx. (5)

Внутренний интеграл в (5) берется по (пг— 1)-мерной мере Лебега па 
сфере. Формулы (4), (5) показывают, что в рассматриваемых условиях 
сингулярная составляющая меры ц не дает вклада в главный член асимп­
тотики. Условие II является не слишком грубым достаточным условием 
конечности интеграла (5).

5. Аналогичные результаты для задачи Неймана удается получить 
лишь при более стеснительных ограничениях. Условимся говорить, что 
й — множество класса Ж, если существует ограниченный оператор про­
должения из Я'Й в HlRm. Будем предполагать, что a, a~l L„£2. При 
любом t > 0 форма А[и, и] + Z||u||22 определяет в Я'Й норму, эквивалент­
ную стандартной. Оператором задачи Aft (А, В; й) (задачи Неймана) мы 
называем оператор, определяемый квадратичной формой (2) в простран­
стве Я'Й с указанной нормой.
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Теорема 3. Пусть й е X, а, а~' е L^Q, и выполнено условие II при 
и = оо.

Тогда для собственных значений кп± = Л„±(Л, В, Й; Л9/) оператора 
задачи Xt(A, В; й) имеет место оценка (3), где С = C(Q, t, k, I, г, pX1T2).

При тех же условиях для спектра задачи Х,(А, В; Й) справедлива 
асимптотическая формула (4), (5).

6. Основные результаты могут быть применены к исследованию спект­
ральных задач, содержащих малый параметр. Пусть в й, наряду с форма­
ми А и В, задана также квадратичная форма G вида (1) дифференциаль­
ного порядка rg < Z; матрицу, порождающую форму G, обозначим через g. 
Порядок формы В в этом пункте будем обозначать через rh. Форма G за­
дана на некотором множестве b[G] функций в й, причем G[u, и] >0 при

и =# 0. Предполагается что b[G] есть полное гильбертово про­
странство относительно G-метрики, содержащее G0“Q как плотное под­
множество. Предполагается, далее, что для формы А выполнено условие I 
и что для обеих пар А, В и A, G выполнено условие II.

При фиксированном h > 0 квадратичная форма hA + В, рассматри­
ваемая на Я (а), замкнута и полуограничена в гильбертовом пространстве 
b[G]. Оператор в b[G], определяемый формой hA + В, имеет дискретный 
спектр. Число собственных значений этого оператора в (—оо, А) будем 
обозначать через ад (А).

Теорема 4. Пусть формы А, В, G удовлетворяют поставленным выше 
условиям.

Тогда 1) Если rb^>rg или rb<lrg и А = 0, то

lim h9vh (A) = (£>_ (а, Ъ\ Й), 20 = т (I — гьТ1.
h->0

2) Если rg^>rb, А. =/=0, то (при e = signA)

lim h9vh (А) = | A |9 coe (a, g; Й), 29 = m (I —
h-

3) Если rb = rg, mo
lim h9vh (A) — co+ (a, A.g — b; Й). 
n->o

Аналогичный результат справедлив также для задачи .Л9,.
Теорема 4 сводится к теореме 2 приемом, описанным в (3, 4).
7. В некоторых случаях результаты п.п. 4—6 распространяются на за­

дачи в неограниченных областях. Ниже приводится один пример, отно­
сящийся к уравнению Шредингера в R”, т 3.

Пусть k = 1, b = (bt, . . . , bm) <= LmQ, b0 е Р„!/2Й, Im b0 — 0. В L2Rre, 
рассмотрим задачу о спектре квадратичной формы

h \ | Vw |2 dx — 2 Re \ (iu 2 I u l2^ dx, we/PR"1. (6)

В случае дифференцируемого Ь форма (6) соответствует оператору Шре­
дингера вида

-hAu + i 2 + -2&0w. (7)
L э з J

Теорема 5. Пусть Im Ъ„ = 0, 6с е Lm/2Rm, b е LmRm, 3.
Тогда число уд отрицательных собственных значений формы (6) (опе­

ратора (7)) конечно и при Л-э-0 удовлетворяет асимптотическому соотно­
шению

lim hmv _  m ^lhlmdx
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При доказательстве, наряду с результатами настоящей заметки, суще­
ственно используются оценки из работы (5).

Отметим, что при Ь = 0 асимптотика функции vft обсуждалась в (4)г 
где условия на Ьо несколько завышены. С помощью оценок из (5) соответ­
ствующий результат оправдывается при единственном условии Ьое L„1/2RM.

8. Метод доказательства основных результатов заметки — вариацион­
ный; он представляет дальнейшее развитие соображений, использованных 
авторами в (*,  2). При доказательстве оценок спектра применяется аппрок­
симационная техника, предложенная в (6). Асимптотическая формула 
(4), (5) легко устанавливается для задач с «гладкими» данными. Основ­
ные трудности возникают при ее распространении на случай форм А,. 
порождаемых негладкими вырождающимися матрицами а. Эти трудно­
сти преодолеваются на основе техники теории возмущений. Ниже при­
водятся некоторые факты теории операторов, используемые при доказа­
тельстве; возможно, они представляют самостоятельный интерес. Через 
±Л*(У)  обозначим последовательные собственные числа вполне непре­
рывного самосопряженного оператора V, действующего в сепарабельном 
гильбертовом пространстве.

* Относительно сингулярных чисел вполне непрерывных операторов см (7).

Лемма 1. Пусть Tt, Т2 — неотрицательные самосопряженные опера­
торы и V = — Т2 вполне непрерывен.

Тогда W — ^Т,— УТ2 вполне непрерывен и имеют место неравенства

S « = 1,2,...

Лемма 2. Пусть Jt, J2 — неотрицательные самосопряженные опера­
торы. Пусть оператор V и определенный на оператор ТУП вполне
непрерывны.

Тогда при любом х е (0, 1) оператор J*VJ 2- вполне непрерывен, и для 
его сингулярных чисел * справедливы неравенства

п п п
П (W*) < П 4"z (У) П п = 1,2,... (8)
k=l k—1 /г—1

Если оператор JiVJ2 лишь ограничен, то (8) сохранит силу, если все со­
множители SufJiVJT), к = 1, ..., п, заменить числом ЦДУДН.
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