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1°. В классических теоремах Тоннели (‘), Нагумо (2) и Макшейна (3), 
гарантирующих существование абсолютно непрерывного решения задачи

«1

(t, х, х) dis inf, (1)
to

x(t0) = x0, x(tl)=xi, x.^R", (2)

и различных их обобщениях, данных в (4,5) и других работах, в более 
или менее явной форме предполагается ограниченность снизу подынте­
гральной функции /. Такое предположение вполне приемлемо, если мно­
жество допустимых значений х ограничено по условию задачи. В общем 
случае, требование ограниченности / снизу исключает из рассмотрения 
многие важные задачи, например, задачи для интегралов вида 
J (|я|м— |«|ft)<iZ. В некоторых работах это требование было ослаблено. 
Например, Олех ((5), теорема 2) разрешает f убывать по х (при фикси­
рованных t, х), но не быстрее линейной функции.

Мы доказываем здесь теорему существования, в которой / может убы­
вать по z с любой скоростью, но при этом убывание по х и рост по х со­
гласованы некоторым образом. Эта теорема содержит большинство цити­
рованных результатов и вместе с тем охватывает упоминавшиеся задачи 
для функционалов вида J (|ж|™— |х|7‘)dt. Мы увидим далее, что оценки 
роста и убывания /, участвующие в формулировке теоремы (условие 5г), 
являются в известном смысле точными и не могут быть ослаблены.

2°. Мы будем рассматривать задачи типа (1), (2), но для функций 
весьма общего вида. Именно, мы будем предполагать, что

1) отображает [Zo, ZJ X Rn X Rn в (—оо, оо], т. е. значение, 
оо допускается наравне с вещественными числами;

2) / есть борелевская функция относительно о-алгебры, порожденной 
всеми множествами вида Д X А, где Д — измеримое подмножество [Zo, Zj, 
а А — борелевское подмножество Rn X Rn',

3) / полунепрерывна снизу по х, у при каждом / е [Zo, Zj;
4) f выпукла по у при каждых Z.ei [Zo, Zj, х е Rn.
Условие 1) эквивалентно допущению разного рода ограничений на х 

и х. Благодаря ему, схемой (1), (2) охватываются и задачи оптимального 
управления с различными ограничениями (см. п. 5°). Условие 2) носит 
в основном технический характер, однако в силу своей чрезвычайной 
общности оно не накладывает практически никаких ограничений на класс 
рассматриваемых задач. Условия 3) и 4) обеспечивают полунепрерыв­
ность снизу функционала (1) в естественных функциональных простран­
ствах.

Условий 1)—4) недостаточно для доказательства существования ре­
шения в задаче (1), (2). Необходимы еще дополнительные условия, ха-
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(3)

рактеризующие рост f по х и у. Мы будем предполагать, что
5) при всех х, у е Rn и почти всех t е [i0, tj] * -

* | j-| — эвклидова норма вектора x e Rn.

f(t,x,y) > <p(|y|) --ф(И) +r(t),
где

5a) ф — неотрицательная выпуклая функция на [0, оо) и <р(0) = 0;
56) ф — неотрицательная непрерывная и неубывающая функция на 

[О, оо);
5в) Х_1ф(Х) -> оо при Х-> оо;

5Г) Ф — ф (Хо + X) -» оо при X -> ОС, где Хо = max (| х01, | ад |);

5д) r(t) суммируема на [ta, ij.
Именно условие 5г) является решающим. В нем согласуется скорость 

убывания по х со скоростью роста по у. Остальные условия встречались 
и раньше. Ситуация, рассмотренная в большинстве цитированных работ, 
соответствует случаю ф = 0. В статье (5), теорема 2, предполагается по 
существу что ф (X) = сХ (с > 0).

Теорема 1. Пусть интегрант f(t, х, у) удовлетворяет условиям 
D-5).

Тогда, если хотя бы для одной абсолютно непрерывной функции x(t), 
удовлетворяющей условиям (2), интеграл (1) конечен, то задача (1), (2) 
имеет решение в классе абсолютно непрерывных функций.

3°. Проиллюстрируем эту теорему на примере простейшей задачи с ин- 
тегрантом /(i, х, у) = |у|т — |ж|\ m, й > 1. При k > т f не удовлет­
воряет условиям теоремы (не выполнено условие 5г)). Хорошо известно, 
однако, что в этом случае нижняя грань в задаче (1), (2) равна —оо, 
и, следовательно, решения не существует. При т > к из теоремы следует 
существование решения для всяких t„, t,, х0, х,. Наконец, если т = к, 
теорема гарантирует существование решения при —10 < 2. С другой 
стороны, легко показать, что при t, — i0 > 2 найдется столь большое 
число т, что нижняя грань в задаче (1), (2) при f = |p|m — \х\т равна 
—сю. Таким образом, условие 5г) не может быть ослаблено.

4°. Наметим план доказательства теоремы. Оно базируется на двух 
основных леммах.

Лемма 1. Пусть функции ф и ф удовлетворяют условиям 5а) — 5г). 
Тогда для всяких с > 0, Т > 0, Т йС i, — ta множество А (с, Т) абсолютно 
непрерывных функций x(t) таких, что

т
$ (Ф (| (0 I) — Ф (I X (i) I)) di < с, х (0) = ж0, X (Т) = хи 
о

компактно в сильной топологии С?. ,
Доказательство леммы строится по следующей схеме. Рассмотрим 

функцию
и (с, t) = sup {X O|tq)(i_1X) — £ф(Х0 + X) с}

(с >0, 12> 0). Нетрудно проверить, что <о (с, t) 0, конечна при 
t Vs (^i — io) (в силу 5г)), не убывает (в силу 5а) и 56)) и со (с, i)->0 
при t -> 0 (в силу 5а) и 5в)).

Пусть x(t) А (с, Т). Положим
Т/2 Т

Уо (V = $ | х (i) | dt, Yj. (ж) = | ж (i) | dt.
0 T/2
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Используя интегральное неравенство Йенсена и монотонность ф, не­
трудно получить оценку

Т Т/2
с>$(ф(М|) —Ф(И))(Й = j (Ф (| Ж I) + Ip (I ZI)) ей +

о 0
T

+ j (<P (И) “ ф (Iж I)) (4r Yo — Ч5 (I x01+ Yo (*)))  +

* Следует заметить, что Рокафеллар в неопубликованной еще работе «Optimal
arcs and the minimum value function in problems of Lagrange» показал, что лемма 2 
справедлива и без условия 5).

772
+ 4"(ф(4' YiW)— + Y1 (*))}• (4)

Поскольку y^ —ф(Х0 + y)| y> oj> — ос, из (4) следует

существование таких чисел с0 > 0, щ > 0, что

с° >4“(ф(4‘л'’о (ж)) —ф(*-о  +Yo(z))» 

ci > Yi (*))  — ф (Ч + Yi (*))

для всех x(t) ^А(с, Т). Поэтому

Yo(^) < ®(со, Т/2), yi(x) sg (о(с15 772).

Эти неравенства означают равномерную ограниченность множества 
А (с, Т). Но в этом случае условие 5в) влечет равностепенную непрерыв­
ность А (с, Т).

Лемма 2. В условиях 1) —5) функционал (1) полунепрерывен снизу 
в cnVo ti}.

Доказательство леммы используют следующее
Предложение. Если g(x,y) —полунепрерывная снизу и выпуклая 

по у функция на Rm X Rn, ge(x,y) = inf {g(z, у) \z <= Rm, \z — x\ <(■■} 
и ge**(x,  y) — вторая сопряженная ge no у, to lim g**  (x, y) = g(x, у) для 

e-»0
всех x и у, если только g удовлетворяет оценке типа (3).

Это утверждение позволяет свести доказательство леммы к случаю, 
когда / не зависит от х, где оно не представляет труда *.

Сопоставляя леммы 1 и 2, сразу приходим к доказательству теоремы. 
5°. Мы уже отмечали выше, что задачи оптимального управления мо­

гут быть сведены к задачам типа (1), (2). Это можно делать разными 
способами. Вот один из них. Рассмотрим задачу

it
\g (t, x, u) dt-+ inf;
io

(5)

X = F (i, x, u), u^U (t, x) az R"; (6)

Положим
x^X(t), x(t0) — XQ, x(t,) = X,. (7)

inf {g (t, x, u)\u<=zU (f, x), F (t, x, u) = y},
/ (t, X, y) = если x ЕЕ X (t), (8)

оо, если х X (t).

Тогда задача (5) — (7) эквивалентна задаче (1), (2) с только что вве­
денной функцией /, если, например, g и F непрерывны по х, и и измеримы 
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no t, графики многозначных отображений t-+X(t) и (t, х) -+■ U(t, х) при­
надлежат cr-алгебре, описанной в условии 2), причем множества X(t), t е 
.G.[t0, tj, и U(t, х), t е [t0, tj, x^Rn, замкнуты, а отображение х—* 
-+U(t,x) полунепрерывно сверху при всяком t е [t0, Ц].

Если потребовать, чтобы f была выпуклой по у и наложить на g и F 
условия, гарантирующие достижимость нижней грани в (8) и справедли­
вость условий 1) — 5) для /, то теорема 1 повлечет некоторую теорему 
существования для задачи (5) — (7). Этого можно достичь разными спо­
собами. Можно потребовать, например, чтобы g и F удовлетворяли не­
равенствам

g{t,x,u) > <р( |и|) —1р(И),

х, и) |^|гг|,

где ф и ip такие же, как в 5а) — 5г), или соотношениям

|F(t, х, и) | -> оо привела;), |и|-»-оо,

g(t,x, и) q>(\F(t,x,u) I) — 1р(И),
и т. д.

Поступило
14 XII 1971
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