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Струевой метод занимает важное место в изучении кинетики химиче
ских реакций (*).

■ Протекание объемных реакций первого порядка в струе обычно описы
вают упрощенным уравнением материального баланса в виде

v dn / dx = D d2n I dx2 — kn, (1)

где v — средняя по сечению реактора линейная скорость потока, D — ко
эффициент диффузии, к — эффективная константа скорости, п — средняя 
по сечению концентрация реагента. Параметры р, D, к не зависят от кон
центрации п.

Решение уравнения (1), представляющее падение концентрации ис
ходного реагента, имеет вид

П = ехр (- трт), ц = jZ+ 4“ _

Приведенная выше математическая модель предполагает постоянство 
линейной скорости и концентрации по сечению реактора («пистонный» 
поток).

В настоящей работе рассматривается протекание гомогенной реакции 
первого порядка в цилиндрическом реакторе в условиях ламинарного те
чения с учетом профиля скорости и радиальной и продольной диффузии. 
Нас будут главным образом интересовать значения концентраций при до
статочно больших удалениях от места начала реакции.

Считая профиль скорости установившимся, введем в уравнение мате
риального баланса (4)

v(r) =2р(1-г2/7?2),
И — радиус цилиндрического реактора, г — радиальная координата. 

Полное уравнение материального баланса в этом случае в цилиндриче
ских координатах имеет вид 

+ £
Г (3)

где п = п{х, г) — концентрация реагента в точке с координатами х, г.
При отсутствии гетерогенных процессов на стенке реактора граничны

ми условиями уравнения (3) будет отсутствие потока частиц в стенку
{dn / dr) t=r = 0 (ЗД

и условие симметрии
{dn / dr) r=o = 0.

Краевые условия по х принимаются следующими:
п{х = 0, г) = п0(г) п{х->оо, г) = 0. (3")

Для решения уравнения (3) при условиях (3', 3") введем безразмер
ные переменные р = г / К, z — xi R. Тогда задача (3) — (3") переписы-
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вается как
д~н , д2п . 1 дп 1Г,. ■>. дп+ ж +VaF = y(1"p)^

(cZn/dp)p=1 = О,
п (z = О, р) = п0 (р), п (г -> оо, р) = О,

(4)
(4')

(4")
где V = ZvRjD, К = кН2 / D — безразмерные скорость потока и констан
та скорости реакции.

Решение уравнения (4) ищем в виде

Sno« (z)-P(p). (5)

Подставив (5) в (4), для каждого из членов суммы (5) получим
v - Р2) йг = + [₽" (Р) + Т 3'(р)] /3 {9)~К- (6)

Дифференцирование этого выражения по р дает
Н> + <6,)

Так как левая и правая части соотношения (6х) зависят от разных не
зависимых переменных, то a'(z) / a(z) = —р, = const или

a(z) = e~ilz и а" / а — [i2. (7)

Уравнение для Р(р) может быть получено из (6х) после подстановки 
«',/« = —ц; а" / а == р,2:

Р''+ ^3' + [^(1-р2) + ц2-/пр = о, (8)

где 7Л = nV.
Граничные условия для (8)

РЧр = О)=О, рх(р = 1) = 0. (8х)

Для решения (8, 8х) проведем замену переменной и функции
р2 = Ш, Р(р) = e-5/2zp(g).

Тогда для w (£) получим

+ (1 - £) w' - С/2 - >/Д + (к - р2) / (47.)) W = 0, (9)
{w'lw)i=K = >/2, (9х)

[Уё(п/— 72и?) ]Е=о = 0. (9'х)

Уравнение (9) представляет вырожденное гипергеометрическое уравнение' 
(2). Его решение

Ms) = СФ(а, ъ- £) +GT(a, Ъ- g),
где а = '/2 — (Лл + (А — ц2) / (4%), Ъ = 1.

Функция Чг(а, &; g) при g = 0 имеет логарифмическую расходимость, 
что не удовлетворяет симметрии задачи (9"), поэтому С2 = 0. С, можно 
положить равным 1 без ограничения общности. Тогда

называется функцией Куммера.
Подставив (10) в (9х) и учитывая, что

Г (а + 1) Г (&)
Г(П-1)Г(«)

(Ю)
(10х)

<7Ф (а, 6; ?)

Г(т -J- 1) = /Jilj'mj,
Ф(а + 1, 6 + 1; Е) и
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(И)

где Г(тп) — гамма-функция (3), получим граничное условие в виде

fl _ i/3 (X _ (К — у2)/Х)} Ф [3/2 - (X — (К — у2)/Х), 2; X]
Ф [х/2- 1/«(Х- {К- у2)/Х), 1;Х]

Трансцендентное уравнение (И) дает возможность определить набор 
собственных значений у; для каждого заданного К. Из всего набора зату
хающих решений diPi оставим главный член, соответствующий наимень
шему положительному корню у, уравнения (11). Иначе говоря, из рассмот
рения будет выброшена зона установления концентрации, размер которой 
х0 < R / у. Решение запишется в виде

п{х, г) =иоехр(—ух/7?)-ехр(—Хг2/(2й2))Ф(!/2— Х/4 +
+ (ЛГ-у2)/(4Х); 1; Хг2//?2),

X2 = уУ. (12)
Уравнение (И) определяет связь между параметрами К и V и пока

зателем затухания у в виде К — у2 = /(уУ).
На рис. 1 представлена эта зависимость, построенная с использованием 

таблиц вырожденных гипергеометрических функций (3). Используя гра
фик рис. 1, можно определить константу скорости реакции К, если извест
но затухание концентрации вдоль струи у. График рис. 1 позволяет ре
шить и обратную задачу: по известным значениям К и V определить по
казатель затухания у.

Для малых затуханий зависимость К — у2 от X2 может быть представ
лена в виде

X2 = 2 {К - у2) - ‘/48 {К - у2)2 + 7в60 {К — у2)3 +
+ О[ (А — у2)4]. (13)

При условии 2 {К — у2) >> */43(К — у2)2 — 1/9М (К — у2)3
цУ = Х2 = 2(^-у2). (14)

Формула (14) при введении размерных параметров совпадает с форму
лой (2) для пистонного потока. Как видно из (13) и графика рис. 1, вплоть 
до X2 — 2 (К — у2) = 2 или К — 4/ V2 1 формула (14) справедлива с 
точностью до 1%, т. е. в этих условиях радиальная и продольная диффу
зия сводят протекание реакции первого порядка в условиях течения Пуа- 
зейля к реакции в пистонном потоке. Зависимость К — у2 от X2 заключена 
между прямыми X2 = 2(К — у2) и X2 — 4(7? — у2). Первая из них соот
ветствует пистонному течению со средней скоростью и, вторая условиям 
полного вытеснения, т. е. протеканию реакции на «острие» профиля ско
рости потока (пистонный поток со скоростью 2и). Условия полного вытес
нения реализуются лишь для очень быстрых реакций и больших скоро
стей, когда X2 = у У 1.

Легко проверить, что исходное уравнение (4) и его решение (12) пе
реходят в уравнение без учета продольной диффузии и его решение, если 
во все формулы вместо К — у2 подставить К. Условие малости у2 и есть 
условие пренебрежения продольной диффузией. Можно показать, что это 
пренебрежение справедливо, если 4К << У2 или для размерных параметров 
kD << и2. В этом случае график рис. 1 можно рассматривать как зависи
мость а условия пистонного потока становятся жестче, чем при уче
те продольной диффузии: К 1, так как выравнивание профиля концен
трации в этом случае осуществляется лишь радиальной диффузией.

На рис. 2 дана плоскость безразмерных параметров К, V. В области а, 
лежащей ниже кривой 1 К—4 / У2 = 1, поток Пуазейля может быть за
менен пистонным течением со средней скоростью v. В области б, лежащей 
ниже кривой 2 К ~ lhmV2, продольной диффузией можно пренебречь. 
При этом допускаемая в определении К ошибка не превосходит 1%. Усло-
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вия полного вытеснения реализуются в правой верхней части плоскости 
параметров.

Радиальный профиль концентрации может быть простроен из формулы 
(12) с использованием графика рис. 1 и таблиц (3) при любых значениях 
параметров К и V. В условиях пистонного потока профиль концентрации 
квазипостоянен. (Отношение п(х, R) / п(х, 0) на кривой 1 рис. 2 равно 
•0,9.) При заданном значении К отношение п(х, R) /п(х, 0) уменьшается 
по мере увеличения скорости, достигая предельного значения в области, 
когда продольной диффузией можно пренебречь. С ростом К отношение

Рис. 3
Рис. 1.1 — связь безразмерной константы скорости К с показателем затухания 

р. в виде К — ц2 = /(V = |iF), 2 — /? = 2(К — ц2), 3— Л2 = 4 (А — у,2)
Рис. 2. Разбиение плоскости параметров К, V: 1 — К — 4 / V2 — 1, 2 — К — 

= */юоР2; а — пистонный поток, б — продольная диффузия несущественна
Рис. 3. Кривая для определения показателя затухания р, — 72 / V по отноше

нию концентраций п(х, R) / п(х, 0)

п(х, R) /п(х, 0) падает. Профиль концентрации становится существенно 
зависящим от радиуса при К — it2 > 1. Это обстоятельство может быть 
использовано для определения констант скоростей реакций распада и изо
меризации методом отбора проб по оси и у стенки реактора.

Отношение концентраций

п(х, R) /п(х, 0) = ехр(—1/2Х)Ф(1/2 — (V — К + р2) / (4Л); 1; 2с).
(15)

На рис. 3 отложена зависимость Х(п(я:, R) / п(х, 0)), построенная по 
формулам (15), (11).

Зная Z, по графику рис. 1 определяем

■К = /(V) +.V/72. (16)

Для проверки предлагаемого метода следует проводить измерение 
п(х, R) /п(х, 0) при скоростях потока V ~ У К, когда это отношение зави
сит от скорости. В данном методе нет необходимости поддерживать посто
янство температуры вдоль оси реактора.
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