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В статье рассматриваются вопросы, связанные с однородными обобщен
ными функциями (о.о.ф.) в «-мерном вещественном эвклидовом простран
стве Rn и в Rn : = /?„ \ {0} (т. е. в Rn с выколотым нулем). При этом 
преследовалась цель построения для о.о.ф. достаточно простого аппарата, 
максимально удовлетворяющего требованию явной инвариантности отно
сительно группы GL(n, R) всех линейных невырожденных преобразова
ний Rn. Основное внимание уделено вопросам продолжения о.о.ф. в R„ до 
о.о.ф. в Rn (поскольку к ним часто сводятся практические трудности за
дания о.о.ф. в Rn). Соответствующий критерий продолжимости был полу
чен ранее в (',2), где был развит метод регуляризации однородных функ
ций. Ниже на основе различных представлений для о.о.ф. в Rn (см. лемму 
и предложение) приведены другие формы критерия продолжимости о.о.ф. 
Ф в Йп до о.о.ф. Ф в Rn (см. теоремы 1 и I7), а также дано удобное для 
приложений представление (2), выражающее Ф через Ф. При дополни
тельном предположении, что Ф инвариантна (или в более общей форме, 
что семейство о.о.ф. в Rn ковариантно) относительно подгруппы 
GczGA(«, R), рассмотрена проблема существования G-инвариантного 
(или G-ковариантного) продолжения в Rn. В заключительной части работы 
известный метод аналитического продолжения о.о.ф. (*)  трактуется как 
метод построения о.о.ф. в /?„ из семейства о.о.ф. в Rn, зависящих от па
раметра.

1°. Введем основные обозначения и определения. N — множество всех 
целых неотрицательных чисел; Р — мультипликативная группа всех ве
щественных положительных чисел; Р : = {г е R, | г 0}; Сп — «-мерное 
комплексное эвклидово пространство. Пусть Q обозначает одно из много
образий Р, Р, Rn, Rn- Для любого с-^С, посредством условия одно
родности Т(рх) — рс~Ч2ПТ(х) (VpeP, « — размерность Q) выделим 
подпространство ®с(й) пространства <^(£2) (в стандартной топологии (’)) 
всех С“-фупкцпй в Q и подпространство dc(Q) пространства Шварца (3) 
Z)7(Q) обобщенных функций в Q. Далее, Ч?С(КП) — подпространство всех 
полиномиальных функций из ®с (Д„) и (Е (Ф) — подпространство всех 
о.о.ф. из dc(Rn) с носителями в нуле. Ясно, что фс(ф) и Qc(Rn) отличны 
от нуля лишь при — (с + Чгп) е N.

Хорошо известно 0), что при любом с е Ci пространства dc(P) и 
одномерны. Именно, dc(P) порождается гладкой функцией 

г'Др) : = рс_’/2, a d<AP) порождается о.о.ф. /с, определяемой следующим 
образом. При Rec >]/2 /с(г) : = (Г(с + есть непрерывная
функция от г, причем </с (с), f (ф = </с+1 (г), — — / (г)> для любой ос
новной функции f D (Р); это тождество позволяет доопределить /с для 
всех с как о.о.ф. в Р, зависящую от с как от параметра аналитическим 
образом. В частности, при — (с + 7г) = I е N]с (г) = 7), ГД6
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<6, /> : = /(0). Далее, для любого с определим i^D'(P') равенствами 
К = Г(с + l/2)jc при — (c+V2)^A' и 1с = (— 1)' (F)-1 при
— (с + V2) = I е N. Легко видеть, что сужение F на Р совпадает с Р и 
что при -- (с + 72) Л' i.^d.(P), а при — (с +’/2) = / е/V р есть 
так называемая присоединенная о.о.ф. первого р о д а, посколь
ку Р(рг) = гс(р) {р(г) + (—1)г(Z!)-1 In p-jP(r)} Vp ge P.

^Наконец, введем (зависящие от п и с) непрерывные операторы Зс, f с 
и Зс, удобные для изучения пространств cP (Rn) п dc (/?„):

Nc: D (Д,) -> ©с (Д,), (УCF) И : = p-^F (рт) р-Мр;
р

Л: Д(/?Д->©С (/?„), (fcF)(x): = </c'(r), F(rx)>r;

Зр D(Rn)-+$(Rn), (ЗД(Ж): =<Д(г), Т(лг)>г,

(la)

(16)

(1в)

где с’ = —сД-'ДДп—1). Правые части в (16) и (1в) понимаются как 
значения обобщенных функций по1 г на основной F(rx) ^D(P), завися
щей С”-образом от параметра х е Rn. Образы операторов Зс, /”? при 
любом с и оператора 3\ при (с— V2ra) tf=.N содержатся в ©с(й„)., что вы
текает из однородности соответствующих F', р> и ip. При (с — 72n) — 
— l^N образ 77 совпадает с (-Р,;(/?„), а образ -7, содержит наряду с одно
родными присоединенные однородные функции первого рода, поскольку 
(Л^)(р^)= pc-,^{(^cF)(5:) + (-l)4Z!)-1lnp|(ZcF)(T)} при Vx е Р. 
Операторы 3с, 77, 3’с, очевидно, обладают важным свойством П£(щ /?)- 
инвариантности; так, 3C(FA) = (3CF)A при любых F<=D(Rn), А е 
е GL(n, R), где F А(х): = F(A~lx).

2°. В терминах введенных выше операторов легко решается задача 
продолжения о.о.ф. в Rn до о.о.ф. в Rn.

Лемма. Для любых Ф е dc(Rn), F ^D(R..} и функции II^DtR,), 
такой, что J Н(рх) p_1dp = 1 при всех x^Rn, имеет место <Ф(.г), 
F U) > = <Ф%), н (ж) • (<7_CF) (х) >.

Теорема 1. Фиксируем (произвольным образом) функцию П 
^D(Rn), удовлетворяющую условию J Н(рх)p~'dp = 1 при всех xeeR„, 

рО
и сопоставим всякой о.о.ф. Ф е dc(Rn) ее продолжение Ф е D (7?п) по фор<- 
муле

<Ф(г),Яг)) = <Ф(г),ЯМ-ММ> NF^D(Rn). (2)

О.о.ф. Ф е d„(R3) обладает продолжением до о.о.ф. из dc(Rn) тогда и толь
ко тогда, когда (Ф (х), Н (х) -р(х) > == 0 при любых р е $_с (/?„). При вы
полнении этого условия формула (2) определяет продолжение Ф до о.о.ф. 
Фейс (/?„), а общий вид таких продолжений есть Ф + q с любым 
^Qc(Rn). В частности, если — (с + */ 2п) E^N, то для любой Ф е</с(Яя) 
однородное (той же степени) продолжение в R., существует, единственно.и 
совпадает с Ф (которая, следовательно, не зависит от выбора Н).

3°. Для переформулировки в GL(n, 7?)-инвариантных терминах (без 
использования функции И) критерия продолжимости о.о.ф. Ф е d,(Rr!) в 
Rn оказывается полезным следующее предложение об операторах 3с и°их 
сопряженных 3ф. Будем для определенности считать, что D'(Rn) и Я)/ (Rn) 
наделены слабыми топологиями.
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Предложение*,  а) Оператор Ус: 1)(RI')-~^'S):(R]I) есть сюръек
тивный топологический гомоморфизм.

* Ср. Дополнение Ав (4), где содержится комплексный аналог о комплексно одно
родных (обобщенных) функциях в Сп\{0}.

б) Оператор 17с': (Rr,)D'(R„) есть топологический изоморфизм
пространства S)/(Дс) на подпространство d-c(Rn) czD'(Rn).

Приводимая ниже теорема Iх является изложением части теоремы 1 в 
чисто инвариантных терминах. При этом отобраны лишь те пункты, кото
рые допускают подобную переформулировку, поэтому в теореме Iх не со
держится явный вид продолжений о.о.ф. из dc(Rn) до о.о.ф. из dc(Rn) при 
— (с 4“ 'Ди) N.

Теорема Iх (явно инвариантная часть теоремы 1). Пусть Ф — о.о.д?. 
из dc(Rn) и <р: = (•5х-,/)"’Ф — соответствующий функционал из S>-c'(Rn) 
(где 3.'— установленный выше изоморфизм ©_/ (Rn) на dc(Rn)).

I) Если —(с -(-Чъп) t£N, то Ф обладает единственным продолжением 
до о.о.ф. из dc(Rn), равным Ф = H-Nty или, эквивалентно, <Ф, F} = 
= (<р, П-<Е) VF^D(Rn).

II) Если —(с-\-112п) ^N, то Ф обладает продолжением до о.о.ф. из 
dc(Rn) тогда и только тогда, когда ср исчезает на ^-c(Rn).

4°. Обратимся к важному для приложений вопросу о продолжении 
о.о.ф., ковариантных (в частности, инвариантных) относительно подгруп
пы G GL(n, R). Пусть т: = (т«) —комплексное m-мерное (матричное) 
представление подгруппы G. Для всякого подпространства Qlczdc(Q) 
(где II есть П„ или Rn) посредством 9Г будем обозначать пространство 
(т-ковариантных) семейств (Н: = (Фь..., Ф,„) таких, что Ф, е §1 и 
ФДЛ“‘ж) = У Тл(4)Ф3(ж) при всех i = 1,..., m и А G. Нас интере- 

суют условия, при которых элементы семейства ST ^dp(Rn) можно про
должить в Rn так, чтобы продолжения образовали семейство- е dx (R„). 
Легко видеть, что в данной задаче пространства d,. (/?„) и d„ (Rn) можно без 
существенной потери общности заменить их подпространствами йс,8(Л„) и 
dc.e(Rn), состоящими из о.о.ф. с определенной четностью е — ± (т. е. из 
о.о.ф. Ф таких, что Ф (—х) =еФ(а:)).

Теорема 2. Пусть 3~\ = (Фь .. ., Фт) есть т-ковариантное семей
ство из de,г (Rn), где т — представление подгруппы G cz GL(n, R), и пусть 
о есть 0 или 1 в соответствии с формулой е( — 1)” = 1.

I) Если —'/г (с + Van + и) М то существует и единственно семей
ство SF-. — (Ф15 ...,Фт) edJ,£(T?„), состоящее из продолжений Ф; в Rn-

II) Пусть —’Д (с + Ч2П + а) N и подгруппа G обладает свойством
тривиальности всякой одномерной группы когомологий Hl(G, V), ассоци
ированной с представлением G в произвольном комплексном конечномер
ном векторном пространстве V. При этих условиях семейство SF е d\,z (Rn), 
состоящее из продолжений Ф; в Rn, существует тогда и только тогда, когда 
для любого тх-ковариантного семейства (р,,..., рт) (Rn) (где тх —
представление, сопряженное к т, т. е. такое, что тйх(Л) =т,ДЛ-1)) G-ин
вариантная о.о.ф. У Pi (х) • Ф{ (х) из d_n/z(Rn) обладает однородным про-

г
должением в Rn, т. е. (в обозначениях теорем 1 и 1Х)У <Ф{, Н■ р,) =2 (фг> 

г г
Pi) = 0. Неединственность искомого продолжения, очевидно, характери
зуется размерностью пространства £px(R„).

Отметим, что условие на группу G (сформулированное в виде, наибо
лее приспособленном к доказательству), наложенное в части II) теоремы 2, 
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-есть не что иное, как требование полной приводимости (5) всех комплек
сных конечномерных представлений группы G. В частности, это условие 
выполнено, если G компактна или является связной полупростой группой 
Ли. Заметим также, что в случае I) (и в случае II) для компактной G) 
для искомых продолжений д' нетрудно1 получить явную формулу типа (2) 
с заменой 3_с некоторым оператором 3~с, 8 (соответственно некоторой 
(т X т)-матрицей операторов З^-с.с рд = 0, причем Н выбирается чет
ной и G-инвариантной).

5°. Рассмотрим вариант метода аналитического продолжения, позво
ляющий конструировать о.о.ф. в R„ из заданного семейства о.о.ф. в R„. 
Из теоремы 1 следует, что при — (с + Чгп) N однородное продолжение 
элемента Osi-!'/?,,) в Rn (если существует, то) не единственно. Тем не 
менее для семейства {Фс} a D'(Rn) о.о.ф., аналитически зависящих от 
параметра с е Ci и удовлетворяющих условию Фс е dc(Rn), можно ука
зать одно естественное среди различных однородных продолжений. С этой 
целью семейству {Фс} сопоставим семейство {Ф<} о.о.ф. в Rn, которые 
определены (в обозначениях теоремы 1) посредством <TC, = <ФС, Н- 

■ >, не зависят от Н, аналитически зависят от с и удовлетворяют
условию TcEde(fl„). Нетрудно убедиться, что если при некотором 
— (с + ’/г^) = I е N Фо обладает однородным продолжением в Rn, т. е. 
если Тс = 0, то формула Ф = (— 1)г (Z!)-1 -J^-Ф’с доставляет одно из таких 

продолжений (причем Ф наследует те свойства инвариантности или ко
вариантности, которыми, возможно1, обладают элементы семейства {Фс}). 
Вообще дифференцирование Тс по параметру может использоваться для 
получения нетривиальных о.о.ф. из dc{Rn) при тех значениях с, при кото
рых Тс = 0; для этого достаточно взять первую неисчезающую производ
ную ОТ Тс ПО1 с.

Метод дифференцирования по параметру с целью получения новых 
о.о.ф. обобщается на раздельно однородные обобщенные функции от не
скольких групп переменных. Пусть с: = (щ,..., сй) еф; d,— подпрост
ранство в D'(Qi X ... X Ял) (где Q; есть Rnj или 7?П;) обобщенных функ
ций Т(ж!,..., Xk), удовлетворяющих условию однородности по Xj при 
с = с>, п = rij, j = 1,..., к. Пусть {Тс} — семейство обобщенных функ
ций, аналитически зависящих от параметра с и таких, что Тс е dc. Не
трудно убедиться, что X То ЕЕ da (где 5й — комплексный полином 

от к переменных) тогда и только тогда, когда Тс= 0 для любых
ненулевых мультииндексов а: = (щ,..., ай) е Nk \ {0}; здесь обо
значает полином rij(u)(z)= j 1' Sk (z).Всякую о.о.ф. из dc вида

естественно назвать ассоциированной с семейством {Фс}; та
ковыми являются многие часто встречающиеся в приложениях о.о.ф.

Институт физики высоких энергий Поступило
Серпухов Моск. обл. 14 X 1971
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