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В этой статье рассматриваются свойства конечной группы, связанные 
с произвольной локальной формацией. Напомним определение локальной 
формации (*).

Каждому простому числу р сопоставим некоторую (возможно, пустую) 
формацию S(p). Обозначим через S множество всех тех конечных групп 
G, у которых каждый главный фактор !q = Н! К удовлетворяет условию: 
G / Са (.§) =&(д) для любого простого делителя q порядка Множество 
S и будет локальной формацией, определенной через формации ^(р). По 
определению, единичная группа содержится в

В конечной группе G обозначим через G® подгруппу, являющуюся 
пересечением всех тех нормальных подгрупп М группы G, для которых 
G/М gS. Так как G/G.e'S, то такая подгруппа всегда существует. Под­
группа G® называется S-корадикалом группы G (см. (2), стр. 55).

S-корадикалы в различных частных случаях изучались давно. Напри­
мер, если § — формация всех конечных П-групп, являющаяся, очевидно, 
локальной, a Gs — П'-группа, то получается ситуация классической тео­
ремы Шура — Цассенхауза. Уже этот пример указывает на содержатель­
ность проблемы отыскания конечных групп с дополняемыми S-коради- 
калами. Эта проблема исследовалась в классе разрешимых групп в рабо­
тах (3~3), а в классе П-разрешимых групп — М. И. Кравчуком (9) 
и А. П. Кохно (10). В настоящей работе, отбрасывая условия разреши­
мости и П-разрешимости, мы докажем самый общий результат о допол­
няемости S-корадикала в произвольной конечной группе без каких бы то 
ни было ограничений на локальную формацию S (теорема 3).

Теоремы 1 и 2 этой статьи вместе с теоремой 2 работы (12) служат 
средством для получения теоремы 3. Ввиду результатов работы (“), част­
ными случаями теоремы 1 являются теоремы 1 и 6 из (10), а также тео­
рема 2.1 работы (8); следствием теоремы 1 является также результат 
Б. Хупперта о конечных группах с абелевой силовской р-подгруппой ((13), 
лемма 3.2, теорема 3.3).

Обозначения: G — конечная группа, Е — единичная группа; зафикси­
руем некоторую локальную формацию S и ее локальное задание форма­
циями S(p); определение S-корадикала G% дано выше; главный р^-фак- 
тор — это главный фактор, порядок которого делится на простое число р. 
Главный фактор !q = II! К группы G назовем S-центральным, если 
G / Са (£>) .еа S П S Ср) для любого простого р, делящего порядок £>. Глав­
ный фактор, пе являющийся S-центральным, называется S-эксцентраль- 
ным. Если П — некоторое множество простых чисел, причем $(р) есть 
формация всех конечных групп при р е П, а $(<?) = ф при то ло­
кальная формация определенная через эти формации, есть не что иное, 
как формация всех конечных П-групп; отметим, что в этом случае $-кора- 
дикал группы G обозначают через On(G).

Теорема 1. Если для некоторого простого числа р силовская р-под­
группа ^-корадикала G% абелева, то каждый главный pd-фактор группы 
G, лежащий ниже G 3, является ^-эксцентралъным.
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Доказательство. Предположим, что G — конечная группа наи­
меньшего порядка, для которой теорема не выполняется. Это значит, что 
существует локальная формация § такая, что G& не удовлетворяет 
утверждению теоремы. Таким образом, G& =/= Е, g (р) ¥= ф и G обладает 
главными ^-центральными pd-факторами, лежащими ниже G&. Пусть 
N — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в G®, 
.Для GIN теорема верна, причем (G/N)& = G3 /N. Поэтому ясно, что 
N — pd-группа и G / CG(N) ее П5(р) • Отсюда следует, что G& ^=Ca(N), 
а потому N — р-группа, входящая в центр подгруппы G&. Кроме того, 
ясно, что N — единственная минимальная нормальная подгруппа группы 
G, входящая в G5. Рассмотрим два случая.

Случай 1. Предположим, что G® не является р-группоп. Пусть Ф 
обозначает формацию всех конечных р-групп, локально определенную 
следующим образом: $(р) = {£}, $(?) = ф при q^= р. Если нормализа­
тор V в группе Gs силовской р-подгруппы Р из G% не совпадает с G, то 
для V и формации Т теорема верна. Следовательно, в группе V нет цент­
ральных р-факторов, лежащих ниже lz'l = OP(V), откуда следует, что 
Af]Gp(V) =Е и ОР(Е) V. Поэтому, ввиду теоремы Грюна ((*), 
стр. 425), OP(G%) G& и тем более OP(G) =# G, а значит, для 
OP(GS) и формации $ теорема верна. Отсюда, ввиду OP(GS) = 
= (OP(G®)) , заключаем, что N[]OP(G%)=E. Но тогда в GP(GS) 
содержится отличная от N минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Противоречие. Таким образом, нужно рассмотреть следующую возмож­
ность: V = Gs = G. По теореме Цассенхауза ((*), стр. 350), Р — 
= [Р, G] X (Pf)Z(G)). Так как N~Z(G), то отсюда вытекает, что 
группа G обладает минимальной нормальной подгруппой, либо входящей 
в [Р, G], либо имеющей порядок, не делящийся на р. А это противоречит 
единственности N.

Случай 2. Предположим теперь, что Gs является р-группой. Пусть 
С — пересечение централизаторов в G всех ^-центральных главных 
pd-факторов группы G. Тогда C0(N) С GN Так как G / G 3 ,е?у. то 
каждый главный pd-фактор группы G / Gs является ^-центральным. Зна­
чит, С / G% является пересечением централизаторов всех главных 
pd-факторов группы G / GN По теореме VI.5.4 монографии (*) группа 
С / Gg является р-нильпотентной. Кроме того ясно, что G/C.eg П §(р).

Допустим, что С р-нильпотонтпа. Тогда по теореме VI.5.4 из (') под­
группа С централизует каждый главный pd-фактор группы G. Отсюда, 
учитывая принадлежность G/С формации SHS(p) и то, что G есть 
р-группа, получаем ^-центральность всех главных факторов группы G. 
Противоречие.

Пусть С не р-нильпотентна. Так как С / G3 р-нильпотентпа, то ее 
силовская р-подгруппа обладает нормальным дополнением R / G®. Рас­
смотрим подгруппу 7?, которая, очевидно, нормальна в G и не р-нильпо­
тентна. Подгруппа G® является нормальной абелевой силовской р-под- 
группой в 7?, причем N ^Z(R). По теореме Цассепхауза ((‘), стр. 350), 
G® = [Gs, . 7?] X (G® П Z(7?)). Так как R не р-пильпотенгна, то 
[G^, 7?] =Z=E. А это противоречит отмеченной выше единственности под­
группы N. Теорема 1 доказана.

Следствие (13). Пусть R — наименьшая нормальная подгруппа 
группы G, фактор-группа по которой р-разрешима. Если силовская р-под­
группа из R абелева, то R не имеет композиционных факторов порядка р.

Доказательство. Пусть S(p)—множество всех р-разрешимых 
конечных групп, ЗД?) — множество всех конечных групп при q =Z= р. Тог­
да локальная формация § совпадает с формацией всех р-разрешимых ко­
нечных групп. Заметим, что в этом случае каждый ^-центральный глав­
ный pd-фактор является р-фактором. Итак, R = G®, причем, ввиду усло­
вия, каждый главный р-фактор группы G, лежащей ниже R (если такие 
существуют), является ^-центральным. Теперь применяем теорему 1.

1325

G/C.eg


Теорема 2. Пусть для некоторого простого числа р силовская р-под­
группа Р подгруппы G& является абелевой.

Тогда Р обладает дополнением в любой ее содержащей силовской 
р-подгруппе группы G.

Доказательство. Напомним определение добавления, введенное 
в работе (14). Добавлением к нормальной подгруппе К группы G назы­
вается такая подгруппа Н, что НК — G и П,К =/= G для любой собствен­
ной подгруппы Hi из Н. Заметим, что если Н — добавление к К. то 
ДрД^Ф(Я) (см. лемму 1.1 из (15)). В конечной группе к каждой 
нормальной подгруппе существуют добавления.

Начнем теперь доказательство теоремы 2. Рассмотрим два случая.
Предположим сначала, что GP(G®) = Е, т. е. G% является абелевой 

р-группой. Пусть Н — добавление к G% в группе G. Так как Н р G'T S 
<= Ф(Д),G/ G~f~ (Н/Н П G®) е 5, то, учитывая насыщенность форма­
ции S (см. (*), стр. 697), получаем, что Н е 5. Допустим, что Н Q G* Е. 
Тогда §(р) ¥= ф. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы 
G, входящая в Н ft G%. Тогда CG(N) 3 G® и Н/Ca(N) .^ЗЦр) Г| Так 
как Gs Н == G — HCa(N'), то группы GtCa{N) и HlCH(N) изоморфны. 
Следовательно, G/Ca(N) ^8?(р) что противоречит теореме 1. Поэто­
му остается принять, что Н ft G% = Е, т. е. Н — дополнение к G® 
в группе G. Тогда произведение G® на силовскую р-подгруппу из Н яв­
ляется силовской р-подгруппой группы G. В этом случае теорема дока­
зана.

Рассмотрим теперь случай, когда OP(G^')=^E. Обозначим OP(G®) 
через Т . Очевидно, (G J T)s =G^/T, причем G®/ Т — абелева р-группа. 
По индукции силовская р-подгруппа S / Т группы G / Т представима в виде

S/T= (Д/Т) (Gs/Т), RftG*=T. (1)

Так как ОР(Т) = Т и силовская р-подгруппа из Т абелева, то по теореме 
Гаппоца ((’), стр. 426) подгруппа Т обладает дополнением А в группе Д, 
т. е.

Д = AT, A ft Т = Е. (2)

Из (1) и (2) вытекает, что AG% = S, A ft G% = Е. Ввиду теоремы 
VI.4.7 из С), найдутся силовские р-подгруппы Ар, Р, Sp соответственно 
в A, G®, S такие, что Sp = АрР. Так как А Gs = Е, то ApftP = E. 
Заметим к тому же, что Sp — силовская р-подгруппа группы G (напом­
ним, что S / Т — силовская р-подгруппа из G / Г). Наконец, если Р Spx 
для некоторого х е G, то Sx f) Gs 3 <Р, Дх> = Р = Рх, а значит, Арх — 
дополнение к Р в Spx. Теорема 2 доказана.

Теорема 3. ^-корадикал G% конечной группы G обладает по край­
ней мере одним дополнением в G, если для любого простого числа р, деля­
щего | G : G^ |, силовская р-подгруппа из G& абелева.

Доказательство. Пусть р — произвольное простое число, деля­
щее | G : G® |, Gp — силовская р-подгруппа группы G. По теореме 2, под­
группа Gp П G® дополняема в Gp. Следовательно, по теореме 2 работы 
(12) подгруппа G® дополняема в G.

Заметим, что абелевость силовских р-подгрупп из G® в теореме 3 
отбросить нельзя (см. примеры в (3,8, 19)).

В рамках теоремы 3 содержатся результаты о дополняемости ^-кора- 
дикалов, полученные в работах (3~10). Следствием теоремы 3 является 
также теорема 5 из (12).

Следующий результат уточняет теорему 3 в более частной ситуации. 
Теорема 4. Пусть множество П всех различных простых делителей 

числа (| G® |, |G:G^|) не пусто и р — наименьшее простое число из П. 
Пусть при любом Е II силовская q-подгруппа из G является цикли­
ческой.
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Тогда G% обладает в группе G дополнением, содержащимся в норма­
лизаторе некоторой силовской р-подгруппы из G&.

Доказательство. Пусть Р — силовская д-подгруппа из G& , 
q — любое число из П. Пусть Qi — силовская O'-подгруппа нормализатора 
N подгруппы Р в G®. Пусть Qi отлична от Е и не является силовской 
подгруппой в GV Тогда, ввиду условия, р < q и PQt абелева. По теоре­
ме Виландта (см. (17), либо (16), следствие 4.2.2) нормализатор V под­
группы Qi в o'-разрешим. Таким образом, подгруппа V р, O'-отде­
лима и по теореме D 5.2 из (18) имеет SPt ^-подгруппу Н такую, что 
PQi Е Н. Ясно, что И является ^-подгруппой и в G®, причем ввиду 
Р < о силовская о-подгруппа Q из Н нормальна в Н. Так как Qi s ZQET) 
и Q циклична, то из теоремы III.13.4 из (*) немедленно вытекает, что 
Qi = Q. Таким образом, мы доказали, что либо Qi = Е, либо Qi есть 
силовская подгруппа в G%.

По лемме Фраттини, G = Ng(P)G%. По теореме VI.4.7 из (*) най­
дутся такие силовские O'-подгруппы Gq, R, S соответственно из G, NG(P), 
G&, что Gq = RS. Так как N = NG(P) G% нормальна в NG(P). то 
R ПN есть силовская O'-подгруппа в N, а потому положим Qi — RQN. 
Так как Gq П G® = S, то Qi содержится в S. Таким образом, если Qt =£ Е, 
то по доказанному Qi = S, т. е. G (/U= NG(P), причем по теореме 2 подгруп­
па S дополняема в Gq. Итак, для NG(P) и N выполняется условие теоре­
мы 2 из (12), согласно которой N обладает дополнением Т в NG(P). Ясно, 
что Т есть дополнение к G® в G. Теорема доказана.

Из теоремы 4 вытекает теорема С. А. Сыскина (2°).
Гомельская лаборатория Института математики Поступило
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