
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 205, № 4

УДК 517.944 МАТЕМАТИКА

В. П. ДИДЕНКО

О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 31 I 1972)

В работах (1_3) дана методика получения априорных оценок в позитив
ных нормах для широкого класса дифференциальных операторов с по
мощью метода abc. Ее сущность: составляется скалярное произведение 
оператора краевой задачи S и дифференциального оператора D первого 
порядка с коэффициентами а, Ъ, с, . . ., которые подбираются так, чтобы 
скалярное произведение оценивалось снизу позитивной нормой, т. е.

f Du-Хи dQ | и ||f/i+(0);
£2

если | Du | L,t | и | w+(я>, то это позволяет получить оценки типа

IS’wl ь2{я) 5s | и | И'+(а), (1)
где £2 — область, в которой определяется решение задачи, A,(Q)—про
странство интегрируемых с квадратом в Q функций.

В настоящей работе этот метод модифицируется так, что его можно 
назвать интегральным методом abc. Его сущность: оператор задачи умно
жается скалярно не на дифференциальный оператор D как в методе а, Ъ, с, 
а на интегральный оператор 7 (грубо говоря, обратный Z2); величины 
а, Ь, с,... также зависят от вида задачи и подбираются так, чтобы скаляр
ное произведение оценивалось снизу позитивной нормой

\ Л и- 7£,и d£l | Jи .
о

Применяя неравенство Шварца и сокращая на | Ju | п-+(а), получаем
|Жн| | Ju I w+ ,р.

где И/_(й) — пространство с негативной нормой, сопряженное H’+(Q). Во 
многих случаях удается так подобрать интегральный оператор J и про
странство W+ (Q), что справедливы неравенства

| Ju | W+(Q) I и I I 3?II I w (Q) | и | +

Используя их, получаем основное неравенство
\Zu\vir~(o)'^ |h|l2(q), (2)

справедливое для любых и е W+ (Q).
Из оценки типа (1) следует существование слабого решения задачи, 

принадлежащего L2, и нужно еще специальное исследование (часто гро
моздкое), чтобы доказать принадлежность этого слабого решения классу 
PB+(Q) или доказать, что оно является сильным.

Из оценки же типа (2) сразу следует существование сильного решения 
из класса И7+(й) сопряженной задачи. Неравенство типа (2) является не 
только достаточным, но и необходимым условием существования такого 
решения и позволяет сделать вывод о единственности сильного решения
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из класса W7+(fi) основной задачи, а также исследовать обобщенную раз
решимость соответствующей задачи на собственные значения. Из нера
венств типа (2) вытекают неравенства типа (1).

В настоящей работе в качестве применения интегрального метода abc 
приводится вывод энергетических неравенств с негативной нормой в пра
вой части для гиперболических уравнений с вырождением.

Пусть Q — односвязная область (п + 1)-мерного эвклидова простран
ства Еп+1 точек (ж2, . . . , хп, z), ограниченная поверхностями

|ж| = 7sZ3/2, 0 гС Z iC (3)

| X | — Г — 7з23/г, 0 5'' Z S'' (3/4г)2/з, (4)
п

где г — const >0, | ж |а = 2 и плоскостью z = 0; S2, S3 — части
i=i

поверхностей (3), (4) и плоскости z = 0 соответственно, образующих гра
ницу области Q. В этой области рассмотрим уравнение

Zu = гЛн — uzz = h(x, z), (5)

где А — оператор Лапласа по пространственным переменным х = 
= (ж1; . . ., ж„), h(x, z) е I2(Q).

Рассмотрим задачп.
1) . Найти в области Q решение и уравнения (5), удовлетворяющее 

условиям
и(х, z) = 0 V(ж, z) е Si U S2, (6)

или
и = uz = 0 V (ж, z) еS3. (7)

2) . Найти в области Q решение и уравнения (5), зависящее только от 
z, р(р == |ж|) и удовлетворяющее условиям

u(p, z) = 0 V(р, z) <= 5, U S3, (8)
или

и(р, z) = 0 V(p, z) е S2 U 53. (9)

Поверхности (3), (4) являются характеристическими для уравнения (5). 
Задачи (5), (6) и (5), (7), а также (5), (8) и (5), (9) взаимно сопряжены.

Интерес к такого рода задачам вызван работами (3_е). Основная труд
ность в доказательстве априорной оценки — найти интегральный опера
тор J, упомянутый в начале заметки.

Используя интегральные операторы
Z

(Jv) (ж, z) = — tsv (ж, t) dt,
о

где 6 — любое число такое, что 6 > 1, v (ж, z) — гладкие всюду функции, 
удовлетворяющие условиям (6);

(Jv) (ж, z)

' Z

(1 + t)~l v (x,t)dt, |ж|<-^-,

Z

(1 -ф f)~] v (х, t) dt, | ж | sgZ г,
*> PACr-I^Df/s

где v (х, z) —гладкие всюду функции, удовлетворяющие условиям (7);
2

(Jv) (р, z) = -|- Г’к (pz’^r3/2, t) dt, 
Ф(Р,г)
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где -ф(р, z) = (74(г —Угг —73pz3/2)]!/% рг = + г;(р, г) — гладкие
функции, зависящие только от р и г, удовлетворяющие условиям (8) и рав
ные нулю вне некоторой окрестности области Q;

2

(Jv) (р, Z) = -у- $ t~Tv (pzsH~s/\ t) dt,
(3/2р)1/з21/2

где у(р, z) —гладкие функции удовлетворяющие условиям (9) и равные 
нулю вне некоторой окрестности области Q.

По схеме, приведенной выше, получаем неравенства (несущественные 
постоянные мы опускаем)

U71 ’
WS,(JS2

6-1

’1-1 <■ Ы 1 >
WS1(JS2 27s3

___ ! <7 I v l—t (10)
VV’S,US3'^' w&us,’

v U1 (11)
lVS2IJS3 xxSiUS3

где через W 8* и S;., Ws* обозначено замыкание по норме Соболева гладких 
в Q функций, удовлетворяющих соответственно условиям (6), (7); через 
W's.ijs^ VKg,js, —замыкание по норме | v |2 = j (zyp2 -|- щ2 + vz)dQ. 

_  а
гладких в Q функций, удовлетворяющих условиям (8), (9). И7-1 с соот
ветствующим индексом внизу означает негативное пространство, сопря
женное соответствующему позитивному пространству.

Перечисленные неравенства можно выводить для гладких v, финитных 
соответственно возле поверхностей, указанных в индексе правой части 
каждого неравенства. Производя затем замыкание, получаем неравенства, 
справедливые для классов функций, обозначенных в правой части каждого 
неравенства.

Интересно отметить, что из неравенств (10), (11) следуют неравенства

Ми7 ,' I 2 1Жр 'l°- v'; s W77'JS3, г e £2, (12)

7L, z^veL,. (13)
vys2us3

Действительно, из левого неравенства (10) и правого неравенства (11) 
следует для любого h такого, что z~lh е Л2, существование последователь
ности гладких функций и:, для которых

Это означает, что определен оператор Z из Il’s,и s3 па множество {h) с: L,. 
Ясно, что область значений этого оператора плотна в Wg2 и 8з. Используя 
левое неравенство (11) и переходя к пределу, получим, что для любого 
h е WS2 и з3 и любых v е Ws2 и Яз, z~ е L, существует функция и та
кая, что zu е L2 и

! (^, v) {и, S’v) | |z_1h|i,2|z'~12’z;|i,,

Поэтому множество v ) \ z~1Z’v\L2 ограничено в норме П7, и
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Итак, неравенство (12) установлено. Аналогично устанавливается не
равенство (13). Подобные неравенства можно вывести для задач 1).

Определение. Функция и называется сильным решением 
задачи (5), (8), если существует последовательность дважды непрерыв
но дифференцируемых функций и.:, удовлетворяющих граничному условию 
(8) и таких, что

— и\ ! —>0, ——>0, i-»oo.
WS!US3 W&USs

Аналогично определяются сильные решения других задач.
Теорема. Для любого h такого, что z~lh^L2, существует единствен

ное сильное решение задачи (5), (8) и задачи (5), (9).
Аналогичная теорема имеет место для задач 1).
В двумерном случае автором исследованы некоторые краевые задачи 

для систем смешанного типа в смешанных областях интегральным мето
дом аЪс. Этот метод позволяет получить результаты для ряда более слож
ных задач. Результаты и подробные доказательства будут приведены в 
другом месте.

Поступило
1XI1971
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