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ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНОЙ ГРУППЫ

(Представлено академиком П. С. Новиковым 25 I 1972)

В статье автора (’) было введено понятие однородного унитарного 
представления комплексной полупростой группы Ли. В данной статье для 
непрерывных представлений произвольной локально компактной группы 
в полном локально выпуклом пространстве введены понятия квазподно- 
родпого и однородного представлений и исследованы различные свойства 
таких представлений.

1. Обозначения. Всюду в этой статье G обозначает локально ком
пактную группу, X = C0(G) —ее групповую алгебру с умножением — 
сверткой комплекснозпачных непрерывных функций на G с компактным 
носителем, V— фиксированную компактную подгруппу группы G, 
с: и^~с(и} —неприводимое представление группы U, г,, — размерность, 
Хе — характер представления с, <у; (и) — матричные элементы оператора 
с (и) в фиксированном ортонормальном базисе, Т: g-+T(g) —непрерыв
ное представление группы G в полном локально выпуклом бочечном про
странстве Е (0), Т — сопряженное представление в сопряженном про
странстве Е', определенное формулой

Z(g) = (T(g-'W,

где А' обозначает оператор в Е', сопряженный к оператору А. Представ
ление Т порождает представление алгебры X (обозначим его также Т) по 
формуле Т: х-^Т(х') = j x(g)T{g)dg, где dg - дифференциал левоин
вариантной меры на G.

Если М — замкнутое подпространство, инвариантное относительно Т, 
то Тм обозначает сужение Т на М, а Т_ч — представление, порожденное 
представлением Т в фактор-пространстве Е / М.

Вообще для непрерывного линейного оператора А в Е с замкнутым 
инвариантным подпространством М cz Е через Ам обозначим сужение А 
на М, а через Ам — оператор, порожденный оператором А в Е / М.

Для данных Гис положим * (см., например, (2, 3) и (4))

* Здесь и всюду в дальнейшем du обозначает дифференциал меры Хаара на U, 
нормированный условием du = 1.

*♦ Для краткости мы пишем [•] вместо [{■}]. где {•} — рассматриваемое множе
ство. например, {T(g)Tf, geGj, а [{•}] обозначает замкнутую линейную оболочку 
множества {•}.

Т] = тс\ Cjj (и) Ти du.

2. Определение и простейшие свойства квазиодно- 
родных и однородных представлений. Представление Т на
зывается к ваз и однородным относительно U, с, если **

[Т (g) Т)Е, g Q = Е.
Это определение не зависит от выбора индекса /.
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I, Если T квазиоднородно относительно U, с и если существует линей-- 
ное топологическое отображение S пространства Е на Е', при котором Т 
переходит в Т. то Т однородно относительно U, с.

В частности,
И. Если Т унитарно в гильбертовом пространстве Е и Т квазиоднород

но относительно U, с, то Т однородно относительно U, с.
III. Если Е = IL, к оо, и Т унитарно относительно индефинитного 

скалярного произведения в Пк и квазиоднородно относительно U, с, то Т 
однородно относительно U, с.

IV. Если Т — представление в Е, квазиоднородное относительно U, с, 
а М^=Е — замкнутое подпространство в Е, инвариантное относительно 
Г, то Тм также квазиоднородно относительно U, с.

V. Пусть Т — представление группы G в Е. Если Т квазиоднородно 
относительно U, с, то

1) сужение Т на U содержит с;
2) для каждого замкнутого подпространства М cz Е, М =А= (0) инва

риантного относительно Т-.
a) (Тм) квазиоднородно относительно U, с,
b) сужение Т'1 II. на V содержит с,
c) существует замкнутое подпространство (0), инва

I. Если Т = 2 •Та и каждое квазиоднородно относительно U, с,
А

то Т также квазиоднородно относительно U, с.
II. Если 71 = 2 с и каждое Та однородно относительно U, с, то

А
Т также однородно относительно U, с.

Представление Т в гильбертовом пространстве Е будем называть 
прямым интегралом представлений Та в гильбертовых про
странствах Еа, н £ Л, по мере р и писать Т = Та dp, если

А

риантное относительно Т, для которого Тм' однородно.
VI. Пусть Т — представление в пространстве Е, однородное относи

тельно U, с. Если М =И= (0) — замкнутое подпространство в Е инвариант
но относительно Т и удовлетворяет условию

а) в Е существует непрерывный проектор Р на М, перестановочный со 
всеми Т(g), g ее G, 
то Тм также однородно относительно U, с.

Замечание. Пока остается открытым вопрос, справедливо ли 
утверждение предложения VI без выполнения условия а).

3. Дискретные суммы и прямые интегралы однород
ных представлений. Представление Т в пространстве Е будем на
зывать дискретной суммой представлений Та в простран
ствах Е“, где а пробегает заданное множество А, и писать Т = 2 ’

А 
если в Е существуют замкнутые подпространства Ма, а Е А, инвариант
ные относительно Т и обладающие следующими свойствами:

1) [Ма, «е/1] =£■;
2) ТмХ топологически эквивалентно Та.
Представление Т в пространстве Е будем называть дискретной 

С-суммой представлений Т'1 и писать Т = 2<^'если при 
А

тех же обозначениях кроме условий 1) и 2) выполняется еще:
3) для каждого ае/1 существует непрерывный проектор на Ма, 

перестановочный с каждым оператором T(g), g е Ga и [Ро§, аеЛ] 
для каждого с е А.
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1) А — пространство с мерой р;
2) Еа — р-измеримое на А семейство гильбертовых пространств и

Е = J Еа dy,
А

3) для каждого g G операторная функция Т'2 (g) измерима по а 
и для каждых g е G и £ = {£“}

T(gn = T(g) {Г} = ГШ
4) для p-почти каждого а.е'Л соответствие Та: g-*~T a(g) есть непре

рывное представление группы G в Еа.
III. Пусть G — локально компактная группа со счетной базой окрест

ностей и Т, Та, а А — непрерывные представления группы G в сепара
бельных гильбертовых пространствах Е, Еа.

Если Т = \rady, так что Е = ^Еа dp и если для p-почти каждого 
А А

о..е?А представление Та квазиоднородно относительно U, с, то также Т 
квазиоднородно относительно U, с.

IV. Пусть выполнены те же условия, что и в предложении III и пусть 
кроме того, Та однородно относительно U, с для каждого as Л — N, где 
p(V) =0.

Тогда Т также однородно относительно U, с.
Используя предложения I—IV, легко построить примеры квазиодно- 

родных и однородных представлений. Прежде всего, отметим, следующее 
простое предложение.

V. Если Т неприводимо и k(T, U, с) 0, то Т однородно относитель
но U, с.

VI. Пусть Т = • 7“ и пусть для каждого a s Л
А

i) к(Та, U, с) =т^= 0; 2) Та неприводимо.
Тогда Т квазиоднородно относительно U, с.
VII. Пусть Т = cz-Ta, где k(Ta, U, с) =£= 0 для каждого а е А

А
и пусть Т~ неприводимо для каждого а е А.

Тогда Т однородно относительно U, с.
VIII. Пусть G — локально компактная группа со счетной базой окрест

ностей и Т, Та, asal,— представления группы G в сепарабельных гиль
бертовых пространствах Е, Еа. Пусть Т -- ^Гайр (так что Е = \Еа dp

А. А
и пусть k(Ta, U, с) 0 для p-почти каждого а е А.

Если Та неприводимо для p-почти каждого as.4, то Т однородно от
носительно U, с.

Представление Т в Е называют зацеплением представлений 
Т1, Т2, Т3,. ... и пишут Т = Т1 -> Т2-а- ..., если в Е существуют замкну
тые подпространства 7I/1, М2, М3,..., инвариантные относительно Т и 
обладающие следующими свойствами: 1) М1 cz М2 cz М3...; 2) Е = 
— [М\ М'2,...]; 3) Ту, ТцР/м',... топологически эквивалентны представ
лениям Т1, Т2,...,

IX. Пусть G — локально компактная группа, U — ее компактная под
группа, обладающая счетной базой окрестностей, с1, с2... — полная си
стема попарно неэквивалентных неприводимых представлений группы U.

Тогда всякое представление Т группы G есть зацепление ее представ
лений Т1, Т2,. .. квазиоднородных относительно U, с1'; V, с2,... соответст
венно, где {к, 12,...} — некоторое конечное или бесконечное подмножество 
натурального ряда и Z1 < 12 < 13 ■ ■ ■

X. Пусть G, U и с\ с2,. . . — те же, что и в предложении IX.
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Тогда всякое унитарное представление Т группы G есть ортогональная 
прямая сумма ее представлений Tl, Т2, ... однородных относительно 
U, с'1; С7, с‘2;..., где {Zb 12,...} — некоторое (конечное или бесконечное) 
подмножество натурального ряда иЦ < 1г < ...

Для частного случая, когда G — комплексная полупростая группа Ли,. 
a U — ее максимальная компактная подгруппа, предложение X было ра
нее доказано автором (см. (’), предложение III, п. 4).
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