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1. В полосе D{0 i Г, —оо << ж < оо} рассматривается задача
Коши

Щ 11=0 ---- /е(^).

Функции <p(i, х, v), гр (t, х, v) предполагаются достаточно гладкими при 
всех (t, г)£Йи ограниченных v; fe(.x) —ограниченная кусочно-непре­
рывная функция, обладающая кусочно-непрерывными производными до­
статочно высокого порядка.

Наряду с задачей (1), (2) рассматривается задача Коши
Louo^ + ^^- + ^(t,x,uo) = 0, (3)

Ио|;=о = Л(х), (4)
где относительно /0(ж) делаются те же предположения, что и относительно 
А (х).

Вопрос о сходимости решений уравнения (1) к решениям уравне­
ния (3) рассматривался в работах (1_4) и других.

В работе (5) показано, что если решение задачи (3), (4) имеет в по­
лосе D изолированную линию разрыва, вне точек которой u0(f, х) обла­
дает достаточным числом непрерывных производных, и fe(x) = fo(z), то 
всюду вне некоторой фиксированной окрестности линии разрыва

— «о| + | (щ ИоМ + I (Не — U0)x| + I (u8— Uo)^! Кг,

тде постоянная К не зависит от е.
В работе (6) при аналогичных предположениях относительно функ­

ции u0(t, х) построены нулевое и первое приближения асимптотики ре­
шения задачи (1), (2) по целым степеням малого параметра для случая, 
когда А (ж) =Aef0(x'), где А„— некоторый специально подобранный опе­
ратор сглаживания, примененный к разрывной функции (х).

Для проведения равномерных оценок погрешности асимптотики ре­
шений задачи (1), (2) необходимо иметь априорные оценки для производ­
ных функций ие (t, х). Справедливо следующее

Утверждение. Если начальная функция fe(x) обладает непрерыв­
ными ограниченными производными первого и второго порядков, 

| Ае_(, | Ае~2, то всюду в полосе D справедлива
оценка

0pus (t, z)

dtsdxr
<7 Яе-Р, (5)

где р г£7 2, s 1. Если же в некоторых точках х прямой t — 0 дифферен­
цируемость функции fA.x) нарушается, то при всех (t, х) е D \ {(£, х):
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I x — x | + i p} справедлива оценка
dut (г, z)

dx
Замечание. Для случая p = r=l оценка (5) приведена в ра­

боте (2), однако при ее доказательстве в указанной работе допущена неточ­
ность. Полное доказательство этого утверждения можно найти в рабо­
те (’).

В настоящей работе мы опишем асимптотику решений задачи (1), (2) 
и приведем оценки погрешностей при различных предположениях отно­
сительно свойств решений задачи (3), (4).

2. Условие А. Функция fo(x) такова, что решение задачи (3), (4) 
имеет в полосе D единственную достаточно гладкую линию разрыва 
х — x0(t), OfiS t Т; всюду вне линии разрыва функция гг0(£, х) непре­
рывна и обладает непрерывными ограниченными производными достаточ­
но высокого порядка, причем предельные значения функции u0(t, х) и 
всех ее производных непрерывны на линии разрыва.

Без ограничения общности можно считать, что T0(i) = 0 при всех 
te [О, Т]; для простоты изложения будем также всюду в дальнейшем 
предполагать, что<р(£, х, v) = <p(v), ty(t, х, v) =0.

Пусть для функции fa(x) выполняется условие А, а функция fs(x) 
может быть представлена в виде

АО) =/о(ж) +еЛ(х) 4-... + е7,(ж) +ns+1f(x, е), (6)
где fk(x), f(x, е) —непрерывные при всех х 0 функции, обладающие 
непрерывными производными достаточно высокого порядка (в частности, 
возможен случай fe(x) =/0(а:)). При этих условиях асимптотика 
и? (t, ж) решения задачи (1), (2) может быть представлена в виде

z4s) (£, х) = u(s) (t, х) + w(s+1) (t, х) = 
= [w0 (t, x) + eux (t, x) + ... + esus (i, ж)] +

+ [u0(t, x/e) + x/e) -|- ... + es+1«s+1(#, z/s)]. (7)
Функции uh(t, x), k = 1, 2,..., s, находятся как решения линейных 
дифференциальных уравнений первого порядка, коэффициенты которых 
не меняются при изменении номера /си не зависят от е; при t = 0 функ­
ции uk(t. х) удовлетворяют условию щ(0, х) = ДО). Функции uk(t, х / е), 
к 0, находятся как решения обыкновенных дифференциальных урав­
нений второго порядка по переменной £ = х / е, линейных при к 1; 
коэффициенты этих уравнений также не меняются при изменении номе­
ра к. Всюду в полосе D функции uk(t, £) полностью определяются по ука­
занному разложению функции ДО). При этом значения uk(t, 0) могут 
быть выбраны таким образом, что функции и® (t, х), к = 0, 1, , s,
будут обладать следующими свойствами:

1) (i, х) непрерывны всюду в полосе D вместе с производными
первого порядка, имеют при х #= 0 непрерывные производные до третьего 
порядка включительно, причем

9pu(j£) (t, z) 

dtW
f)

dtW

— Ae'1 exp 7 dx

(8)
7 7Z I m I х I \ -^^ехр (-

где р 3, 5^1, m > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от е;
2) Леи® (£, х) = F к (i, х) при х =f= 0,

ь
I F и 7, ж) I J | Fk (t, x)\dx^. ete+1 К,

(I

795



где а, Ь — произвольные ограниченные постоянные;
оо

3) (0, х) dx = 0, & = 0, l,...,s + l.
—со

Свойство 1) означает, в частности, что функции йА(£, ж / е) имеют ха­
рактер пограничного слоя, т. е. являются функциями, заметно отличными 
от нуля лишь вблизи линии разрыва решения задачи (3), (4).

Теорема 1. Пусть функция f0(x) удовлетворяет условию A, a fe(x) 
может быть представлена в виде (6), где функции Д(ж), /(ж, е), 
k = 1, 2,. .., s, обладают указанными выше свойствами. В этом случае 
при всех |ж| КС*, 0 а < */в, справедлива оценка

I us и, s) | I | (nE ■ u(s)) 11 I | (u£ и (s')) x [ I | (ks ii(j)) xx | s + K, (9)
где постоянная К не зависит от е.

Из неравенства (9) следует, что асимптотика иТ (t, х) решения за­
дачи (1), (2) всюду вне окрестности |ж| Кеа линии разрыва отличается 
от точного решения исходной задачи не более чем величиной порядка 
O(es+I). Поэтому дальнейшие оценки достаточно проводить лишь в пря­
моугольнике <?о{ [ж| I'C 1, О t 71}.

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то в прямоугольни­
ке Qa равномерно для всех t е[0, Т] справедлива оценка

■ ь
[uE(t, х) — u0{t, ж)] dx\<ZeK, (10):

а

где | а | 1, | b | 1, а постоянная К не зависит от s.
Лемма 1. Существуют не зависящие от е положительные постоянные 

и г такие, что qvsgnzC—nh при mr'e In e_1 |ж| ’A r,
<p„sgn(a: — еж(/)) Ke In s~1 при |ж| m~le In e_1 {здесь константа m 
та же, что и в оценке (8) для функций типа пограничного слоя).

Используя утверждения теоремы 2 и леммы 1, можно доказать следую­
щую теорему.

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 1, то всюду в поло­
се D справедлива оценка

I щ (Z, х) — WeS) (t, х) | es+1/< + V (t, х, е), (И)

где V (t, х, е) = К ехр  1- ——J , а постоянные К, у не 

зависят от е, 0 < v < 1.
Из оценки (11), в частности, следует, что в полосе D всюду вне доста­

точно малой окрестности начала координат справедлива оценка
| иг {t, х) — и® (t, х) | es+1 К.

3. Рассмотрим теперь случай, когда начальная функция f0(x) непре­
рывна и достаточное число раз дифференцируема при всех х е (—оо, оо), 
а решение задачи (3), (4) непрерывно при всех 0 t t0, to > 0,
и разрывно при t > t0.

Условие Б. Начальная функция /0{%) такова, что решение задачи 
(3), (4) имеет в полосе D единственную достаточно гладкую линию раз­
рыва х = x,(t), 0 <tQ < Т; всюду вне точек линии разрыва функция 
u0(t, х) ограничена, непрерывна и обладает непрерывными ограниченными 
производными достаточно высокого порядка; предельные значения функ­
ции Uo(t, х) и всех ее производных на линии разрыва непрерывны при 
t > t0. Без ограничения общности можно считать, что Xi(t) = 0 при всех 
t > t0. ,

Если fo{x) удовлетворяет условию Б, а функция /8(ж) представляется 
в виде (6), где fk{t, х), f{x, е) —непрерывные ограниченные функции, 
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обладающие непрерывными ограниченными производными достаточно вы­
сокого порядка (некоторые из этих функций могут быть тождественно 
равными нулю), то в этом случае мы также можем построить функции 
uk(t, х), uh(t, х/е), входящие в разложение (7), при всех t #= t0. При этом 
для всех t ti> t0, где ti —10 не зависит от е, с помощью оценки (9) 
и условий

[u£ (<i, х) — (Ч, х)] dx | Ккк+1, к = 0, 1,2s + 1,
- I

функции типа погранслоя в пределах указанной точности определяются 
однозначно.

Теорема 4. Пусть функция /0(ж) удовлетворяет условию Б, a fHx) 
может быть представлена в виде (6), где fk(x), f (х, е) — непрерывные 
ограниченные функции, обладающие непрерывными ограниченными про­
изводными достаточно высокого порядка.

Тогда всюду вне некоторой фиксированной окрестности точки «зарож­
дения разрыва» (t0, 0)

| uz (t, х) — и(Д (t, x) | «С es+1 K, 
где постоянная К не зависит от е.

Таким образом, если /е(ж) представляется в виде (6), а функция /о (х) 
удовлетворяет условиям А или Б, то всюду в полосе D, за исключением до­
статочно малых окрестностей точек этой полосы, в которых производные 
решений задач (1), (2) или (3), (4) не ограничены, мы можем построить 
асимптотику (7) решения задачи (1), (2), обладающую указанными вы­
ше свойствами. Аналогичные утверждения нетрудно сформулировать и 
для того случая, когда в полосе D имеется несколько достаточно гладких 
(вообще говоря, пересекающихся) линий разрыва решения задачи (3), (4).

4. Предположим, что структура решения задачи (3), (4) нам известна 
лишь вне некоторого прямоугольника Qt2{tz < t <Z Т, а < х < b}, 0.

Пусть всюду вне Qt2 мы можем построить некоторую асимптотику 
u{s}(t, х, е) решения задачи (1), (2), имеющую вне Ot, погрешность
€>(es+1). Пусть функция v¥\t, х) определяется в полосе D так:

a) (t, х) sn u^(t, х, е) при (£, х) Qtp,
b) во внутренних точках прямоугольника Qt, функция 14ь) (£, х) не­

прерывна, обладает непрерывными производными первого порядка по t 
и до второго порядка по х и удовлетворяет уравнению (1);

c) (t, а) = (t, а, е); vf1 (t; b) = (t, b, e); v^1 (t2, x) = и1-*) (t2, x, e).
При указанных предположениях можпо доказать следующее утверж­

дение.
Теорема 5. Для функции (t, х), обладающей свойствами а), Ь), 

с), всюду в полосе D справедлива оценка
| i4s) (t, х) — щ (t, х) | Aes+1.

Справедливость теоремы 5 позволяет сочетать различные способы 
построения асимптотических представлений решения задачи (1), (2) в за­
висимости от структуры решения задачи (3), (4).

Автор выражает искреннюю признательность Л. А. Чудову за посто­
янное внимание к настоящей работе п полезные советы.
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