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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ДИСЛОКАЦИЯХ 
В УПРУГОМ ЦИЛИНДРЕ

(Представлено академиком А. Ю. Ишлинским 7 XII 1971)

В статье (*) решение задачи о дислокациях в бесконечном изотропном 
упругом цилиндре сведено к отысканию отличных от нуля собственных 
значений и соответствующих собственных функций системы дифференци­
альных уравнений

1
2(1 —v)

в I с краевыми условиями, которые могут быть записаны в виде

(2 ТЕГ + 2v w + viy)cos <ге’ *) + + 4r)cos = °’
4г)С08(ге’ж)+(2г4г+ 24r + viy)cos(n, y) = 0, (2)

2у / dU
1 — 2v \ дх (3)Ф +

(4)

(5)
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[i [(1 - w - 2v(^+-Ocos i I?* 1 * * * V -2v)w -

— 2v cos (n, i/)j + V [Ucos (re, x) Vcos (re, y)] = 0 

на L (L — контур поперечного сечения стержня, 2 — область, ограничен­
ная этим контуром, v — коэффициент Пуассона). Ниже мы указываем 
эффективный метод решения этой краевой задачи.

Полагая в (1) и (2)

1 — 2v
и решая краевую задачу для функций U, V, Ф итерационным методом,
получим для расчета последовательных приближений U(k>, V(h>, Ф(й),
к = 1, 2, ..., краевую задачу для функции Ф(,,+1’

V2®(ft+1) + + 2 (1 - v) Фда ] = 0 в 2,

$ф(*+1) / gn jj(k) cog у(й) cog у) — (J на £,

и краевую задачу для функций £7(*+1),
i -ф,м")+vm=»•

^“+о + i +г<в - о»2,

2 [(! — v) -------h v ------h уФ^>] cos (re, х) +

-H1 - jcos(re, p) = 0,



ду
, ,, . atz(ft+1)+ (i-v)^—

(! ~ 2v) + -^—) COS (п, х) +

+ 2 [v dU^— + (1 - v) ди(ду - + v:l/ft+,)J cos (п, у) = 0 на L.

Будем предполагать ниже, что оси х, у совмещены с главными цент­
ральными осями инерции сечения стержня плоскостью z = 0. Общее ре­
шение краевых задач, определяющих функции U(k>, Vm, Ф(/,), может бытг 
представлено в виде

<7<А) = _ xAhX + sh + Dky, Vm = - vAKy + C/t - Dkx,
(6) 

Ф<М = ф<м* 4_

где U{hr, Vls>*, Ф(М’ — частное решение этих краевых задач, Ак, Вк, Ск, 
Dk — произвольные постоянные.

Подставляя Uw, V(k>, Ф(л> из (6) в (4) и определяя Ак из условия раз­
решимости этой краевой задачи, получим

Ak
1 сс L. (duW* 

(1-v-2v4OLV к дх (7)

где S — площадь сечения 2.
Решение краевой задачи (4) можно представить в виде 

ф(.+ 1) = Z(k + i) _ ВкХ _ Chy _ DkQ, (8)
где 0 (х, у) — функция кручения для рассматриваемого стержня, а 
Z(li+1) _ решение краевой задачи
V2Z(ft+1) + [-Г" + + 2 (! - v) ф(/!)‘] + 2Л = 0 в S,

----- (_ _ vAkx) cos (n„ х) + (Pw* — vAky) cas (n, у) = 0 на L,
(9)

Пусть Z{k+ir — частное решение этой краевой задачи, а Ф(,1+1>* — соот­
ветствующее частное решение краевой задачи (4). Подставляя U^, P(s), 
Ф</‘+1)* из (6) и (8) в (5), получим для функций U(k+l}, Уи+1) краевую за­
дачу, для разрешимости которой должны выполняться три условия. Одно 
из этих условий приводит к уравнению

D,g^ + 9a + x-g-«■£)" +

\dS = Q, (10)

определяющему постоянную Dk, два остальных условия выполняются при 
этом автоматически. Уравнение (10) всегда разрешимо, так как коэффи­
циент при Dk равен отношению жесткости кручения к модулю сдвига.

Решение краевой задачи (5) можно представить в виде 
U(k+1) = x(.+i) +^Bk _ у2) + vCkXyt 

7(*+1) = Г(Ж) + xBkXy + | Ck {у2 _ X2}j (11)

где X(h+i), Y<h+i) — решение краевой задачи

^,,+й+(^++</«•- +
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(12)

V2y(M-l) , ___L_ d ( dX(k+1) _L ЭУ(,г+1) I
r 1 - 2v ' dx dy j

, 1 ( az(fe+1)* n 30)_л „ v+ 1—2Д dy Dk ду 0 2’

„ Г,, . эх^+ъ , ay<*+l) 1 . .... 9 J ax<fe+1>2 K1 - V) dx + V J C0S (re’ + (1 - 2v) I dy
+ ^Г"')cos y) + 2v (z<*+1>* — Dk®)cos («> x) =

„J dXIJ‘+1'> . dy<ft+D \ Г <5У(&+1) ,(1 - 2v) dy' + —cos (n, x) + 2 [v - dx - 4- 

4- (1 — v) <>Y<dy У cos (n, y) 4- 2v (Z(k+ir — DkQ) cos (n, y) = 0 на

— vAky — Dkx 4-

+

L.

Согласно (4), (5) и (6), должны иметь место зависимости

§* [’+ + (1 - 4 ф<в"JiS = °’

<1з>S
Пусть X<fi+O*. У<Л+1)’ — частное решение краевой задачи (12), a

F(ft+1)*— соответствующее частное решение краевой задачи (5). Заменяя 
в (13) к на А+ 1 и подставляя в найденные неравенства U(h+l}', У(6+1)*, 
.ф(А+О* из (g) и (Ц) , получим для постоянных Вк и Ск формулы

В, (1-V-2V4 1у
dX^+V*

dx

€k ~ (1-V-2V4 Ix^y [v(
dx

+ (!- v) (Z<ft+1)‘ - P*0)]d5’

(14)
+ ^T~) + (*- v)(Z(fe+1)’-^0)]d5,

1

где /х, Iу — моменты инерции сечения 2.
Указанная выше расчетная схема однозначно определяет последова­

тельные приближения Uw, Vw, Ф(М, к = 1, 2,..., по начальным функ­
циям Ul'\ У(1>’, Ф(1)*.

Заметим далее, что если X2 — собственное значение рассматриваемой 
краевой задачи и U, V, Ф — соответствующие собственные функции, то 
число X2 также является собственным значением этой краевой задачи и 
ему соответствуют собственные функции U, V, Ф. Будем обозначать через 
X.2, X,2, j — 1, 2,. . ., отличные от нуля собственные значения рассматри­
ваемой краевой задачи и через Uj, У,, Ф„ Uj У,-, ФЛ 7 = 1, 2,. . .,— соот­
ветствующие собственные функции, условившись нумеровать числа X/ в 
порядке возрастания их модуля:

| < |Х22| < ... (15)

Исходя из указанного выше алгоритма построения функций U(k}, У(/1), Ф<А), 
к = 1, 2,..., можно установить разложения
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не содержащие собственных функций, соответствующих нулевому собсз 
венному значению (с;, j = 1, 2,...коэффициенты, зависящие от вь 
бора начальных функций F(1>*, Ф(1)*)-

Введем обозначения:
= Tj exp Cjl7, = В® exp (i0®), cjV j = lif’ exp (i0j),

= Bj3) exp (<°). (Il

Полагая для краткости Um = U^, V(k) = UФт = и^- получт 
из (15) и (16) предельные равенства

U^U^2'1_  ty(*+l)2 «г“»4(^+п +
Г1Ур+2) Ч 

гЩг+1)~

(18

nd) 1 v rlU '
-П1 = V -----------7п--------------- ■2 COS (0< ) — /сф1)

1=1,2, 3.

Переходя при расчете последовательных приближений £7(А), Vm, Ф(й\ 
к — 2, 3 . . ., от взятых ранее начальных приближений Uw, F(1>, Ф(1> 
к начальным_ приближениям Z7(1) — CiUi — CtU\, V(1) — с»У, — ciFi, 
Ф(1) — (^Ф) — с1Ф1, получим, согласно (18), вместо rt, <pt, 0®, Я®-
I = 1, 2, 3, числа r2, tp2 и функции 6®, Я®, 7=1,2, 3, отыскав та­
ким образом второе собственное значение к2 и соответствующие собствен­
ные функции, и т. д.

Расчет последовательных приближений Um, Р('1), Ф<й), к — 1, 2, ..., 
сводится к последовательному решению задач Неймана для уравне­
ний Пуассона и плоских задач теории упругости. Решения этих задач 
можно построить, зная аналитическую функцию <а(£), отображающую- 
единичный круг | £| < 1 на область S (см. (2)).

Зная собственные функции U,, Vj, Ф„ можно отыскать собственные 
функции Wj, / == 1, 2,..., посредством соотношения (3).

Всесоюзный заочный машиностроительный Поступило
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ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 И. М. Рапопорт, С. М. Хзарджян, ДАН, 201, № 4 (1971). 2 Н. И. Мус-
х е л и ш в и л и, Некоторые основные задачи математической теории упругости «Нау­
ка», 1966.

808


