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(Представлено академиком В. И. Смирновым 12 I 1972)

Пусть G — замкнутое ограниченное множество точек комплексной 
плоскости z, содержащее не менее двух точек, дополнение которого есть 
односвязная область; z = ty(t) = yt + у0 + YiZ_l + ..., у > 0,— функция, 
регулярнаяв области 1 < |z| <Z оо, однолистно отображающая эту область 
на Gl — CG; t — <p(z)—функция, обратная для z = i|>(Z); Г — dG; 
Гл — чр({[ZI =/?}), >1 — линия уровня G1, GBl — ф({|7| > 2?}),
1 < R < оо, Gr = CGr, Г1 = Г; dist(£\, E2) — расстояние между произ­
вольными множествами Et и Е2; рл(г) — dist({z}, Гд). Далее рассматри­
ваем множества G такие, что ip(Z) непрерывна при 1 |Z| < оо.

Пусть tj = е/вд —л < 0j л, / = 1,..., Z, I = 0, 1,2,...,— различ­
ные точки окружности |z| — 1; а„ 0 < а3 2, а,- =4= 1,— фиксированные 
числа, /г = V2 min (10j — , l/2); U,= {t: |Z| > 1, |arg t}/t\ < h},

1 _
U — дополнение Uj до области |z|> 1. Будем говорить, что G

7=1
имеет I и только I угловых точек z3 = “Ф (^), 7 = 1, ..., Z, z3- =# zr, j j’, 
с внешними углами ад, если существуют две постоянные щ и с>., 
0 < Ci < с2 < оо, такие, что

с, (1 — Zj/|ч|5л(г) I с2| 1 — Zj/Z I “j-1, t^Uj, 7 = 1,..., Z, (lt)

cs I c2, Z e 77, (1Д
i|?(Z) = 4(Z3) + A3(Z) (1 —Z3/Z)%, Ze Uj, 7 = 1, ...,Z, (13)

где Aj(Z) — функции, регулярные в 1 <7 |z| < 00, непрерывные в точке tir 
Ajftj) =5^ 0, и выбрана та ветвь функции (1 —Z3/Z)“j, которая обращается 
в единицу при Z = оо. Используя условие (13), легко покажем, что в угло­
вой точке г, имеются к Г односторонние касательные, один из углов между 
которыми (в определенном смысле внешний по отношению к G) равен 
ад.

Класс множеств, удовлетворяющих поставленным выше условиям, 
обозначим через ЧЦщ, с2, it, at,..., h, со) и при Z = 0 через 4f(ci, с2). 
Если I — 0._то при |z| > 1 выполняется условие (12), и мы говорим, что 
множество G не имеет угловых точек.

Г. Теорема. Пусть с2, Zf, a!,..., ti, со), /(z) — функция,
регулярная в G, имеющая в Gr, г = 0, 1,..., непрерывных производных, 

ы(б)= sup_ |/«(z1)-/W(z2)|,
Zj, z2^G]~1—Z2 KS

neG, \z — zj = min |z — z2|, z0 s Г, | z — z01 dist ({z}, Г),

P pi + 1/и (z0) , p = Pl + 1/n (Zj0) , ?, = j Z Zo j, X = J z z. j,
N — произвольное фиксированное большое число.
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Тогда для каждого п = 1, 2,... существует полином Pn(z) степени не 
выше п такой, что v

| /М (z) _ р£> К Л J — ,-;у и (р) + -~——N ® (р)1. V = 0, 1, ...,гт,
L (р + W (р + ) J

(2) 
где Av — постоянные, зависящие лишь от G.

В случае, когда геГ, правая часть (2) const • pr_vw (р) и полу­
чается оценка

| /W (z) — Р™ (z) К Л,Р1^М со (p1+1/n (z)), - = I\ v = О, 1,..., г. (3}

При значительно более сильных условиях на границу G оценки типа 
(3) ранее были получены в работах (1_6). Оценка (3) для /(z) е ^(cj, с2) 
доказана автором (7) и при указанных в теореме условиях на границу 
доказана автором совместно с Н. А. Лебедевым.

Далее буквы А и С, иногда с индексами, всегда будут обозначать по­
стоянные. Если на множестве Е заданы две неотрицательные функции 
а и Ь такие, что О < а / b A <Z <х>, но пишем а'р(Ь на Е, если же 
а АЪ, 0 < А < оо, то пишем а < • Ъ или Ъ • > а.

2°. Приближающий полином.
Пусть R > 1, Йе ( — л, л]; положим е = ?и, е(£) = 'ф(Ле_г9ф(Ш, 

t е G1. m и к — достаточно большие натуральные числа, зависящие от г, 
G и N,

J п, m (0)
1 /'sin [n/m] 0\m 

\ sin0 / ’ Yn, 7П
Г /sinhMW 
,1 \ sm 0 j ’ 0)

Л.С) - a $ z.,.(e)d9V<0 £ '^* л = 1 + А-
Г р=1 ^Я,9~г)

Легко показать, что Z\(z) —полином степени не выше п— 1. Полином 
Pn(z) построен автором совместно с Н. А. Лебедевым и был использован 
при доказательстве оценки (3).

3°. Основные леммы. Для оценки отклонения /(v,(z) —Р(п (z) 
используются приводимые ниже леммы. Леммы 1—4 доказаны автором 
совместно с Н. А. Лебедевым.

Л емма 1. Пусть z(1), z(2) е G2(] G1, t(i) = <p(z<n), j = 1, 2. Если zia 
ближайшая угловая точка к z(Z) и а,0 < 2, то

|z<2' _ 2(1)|X|i(2) — i(1)| [ |z(2) — zj(1| 1/%° + |C2) - i<*> | ] “V1-

Соответствующая оценка сверху имеет место п при = 2. Соответ­
ствующая оценка снизу для а* = 2 имеет место, если модуль приращения 
arg(z — zA) при движении точки z от z(1) до z<2> по некоторой кривой, сое­
диняющей z(,) и z(2), лежащей в G1, не превосходит 2л — 6, где б > 0 фик­
сировано.

Следствие. Если zk—ближайшая угловая точка для ЙеГ, то при 
О < ал> 2 имеем оценку

|Ue-C|<-(|0| + /?-l)[|£- (|0| + Я- 1) ] “’■>"*• <5>
Лемма 2. Пусть 1 < R гС 2, 2 е Г.
Тогда

Ря (z) X (У? — 1) [| z — Zja |1/а^ -U (7? — 1)] И» г, | z — z>01 = min | z — z; [

при а, < 2. Если aio = 2, то оценка (5) несколько усложняется.
Л е м м а 3. Пусть z(1), z(2> е G.
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Тогда существует простая спрямленная кривая A(z(1), z(2)) cz G с кон­
цами в точках z(1) и z<2) такая, что |A(z(t>, z(2)| < • |z(1> — z(2) |, где |Л| — 
длина кривой А.

Лемма 4. Пусть K(z, д) — круг {£: | £ — z| 6}.
Тогда

I? — z|s|^|<-6s+1, s> — 1, zer,
ГйПК(г, 8)

$ I Z - z Is I dZ I <-6s+1, S<-1, zer. 

Гд\к(2, 8)

Лем м a 5. Пусть 0 < а 2, А, а, > О, Ъ — корень уравнения

Ъ(а + Ъ)а-1 = %.

При фиксированном а имеем соотношения

b х аК'~а,

Ъ X Х1/а, Х->а“.

4°. Наметим ход доказательства теоремы. Разность /(v> (z) — Р^ (z)
представим в виде

Л
(z) - J Jn, m (0) de- А.5/ (^) [ (£Дт - а (г, в)р:, (6)

где

К (z, С, 0) = 2 9 ~~ - 7? = 1 + — .

Представим /(£) в виде /(£) = /r(t, z) + qT(t>, z),

!r (- ■) = (г-h)! • 5 & - T)r_1 [/(r) W - (z)l dx>

где интегрирование производится по некоторой спрямленной кривой 
Л (z, £), соединяющей точки z и £ в G (в силу леммы 3 можно считать, что 
|A(z,g)|<-|z-£|),

Г
Тг&, Z) = 2

у=0

/м (г)
v! (С - Z?.

Далее в (6) заменяем /(£) на fr(£, z) + qr(Z, z) и в интеграле, содер­
жащем qr(,t, z), заменяем контур интегрирования Г на Г2. Далее, поль­
зуясь леммами 1—5, приводим в получившихся интегралах оценки.
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