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Аннотация. Рассмотрена задача о собственных колебаниях пятислойного симметричного по толщине стержня с двумя 
заполнителями. Несущие слои предполагаются тонкими, высокопрочными. Для них приняты гипотезы Бернулли 
о поперечных сечениях плоских и перпендикулярных деформированной осевой линии, после приложения нагрузки.  
В относительно толстых легких заполнителях выполняется гипотеза Тимошенко, согласно которой сечение остается 
плоским и несжимаемым, но поворачивается на некоторый дополнительный угол. Дифференциальные уравнения коле-
баний получены вариационным методом с учетом поперечных сил инерций. Выведено трансцендентное уравнение для 
собственных чисел стержня с жестко заделанными торцами, получены его численные решения. Исследована зависи-
мость собственных частот колебаний от толщины внешних несущих слоев при различных материалах слоев стержня. 
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Введение 
Подходы к разработке методик постановки 

и решения краевых задач для тонкостенных эле-
ментов конструкций, учитывающие воздействие 
внешней среды, предложены в монографиях [1]–
[5]. Кинематические гипотезы, как правило, учи-
тывают относительный сдвиг и работу касатель-
ных напряжений в заполнителе, тонкость и жест-
кость несущих слоев.  

В статьях [6], [7] исследовано деформиро-
вание композитных круговых пластин со сжи-
маемым заполнителем и при неосесимметричном 
нагружении. Сжимаемость материала заполните-
ля описывает функция, линейная по толщине 
слоя. Изгиб пятислойной круговой пластины с 
двумя жесткими заполнителями рассмотрен в 
публикациях [8]–[9]. Работы [10], [11] посвяще-
ны исследованию изгиба трехслойных кольце-
вых пластин, связанных с упругим основанием 

Винклера. Влияние сдвиговых свойств материала 
основания на напряженно-деформированное со-
стояние трехслойных пластин (НДС) анализиро-
валось в [12]–[15]. Статья [16] посвящена иссле-
дованию влияния температуры на НДС трех-
слойного стержня с жестким заполнителем. По-
лучены аналитические решения указанных крае-
вых задач при локальных и непрерывных нагруз-
ках. Проведена их численная адаптация.  

Публикации [17]–[20] посвящены анализу 
динамического поведения трехслойных цилинд-
рических оболочек. Геометрические гипотезы 
соответствуют ломаной линии, заполнители при-
няты легкими, т. е. в них не учитывается работа 
касательных напряжений. Аналитические реше-
ния, описывающие собственные и вынужденные 
колебания, отклик на нестационарные нагруже-
ния, получены в виде разложения искомых пере-
мещений в ряд по системам собственных 
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функций. Колебания круговой пятислойной пла-
стины с двумя легкими заполнителями исследо-
ваны в [21], [22].   

Здесь приведена постановка и указана мето-
дика решения начально-краевой задачи о собст-
венных колебаниях симметричного по толщине 
пятислойного стержня.  

 
1 Постановка задачи 
Декартова система координат в пятислой-

ном стержне связана со срединной плоскостью 
внутреннего несущего слоя (рисунок 1.1). В тон-
ких несущих слоях выполняются гипотезы Бер-
нулли, в соответствии с которыми поперечные 
сечения слоев 1, 2, 4 остаются плоскими и нор-
мальными деформированной осевой линии после 
воздействия нагрузки. В сравнительно толстых 
заполнителях 3, 5 справедливы гипотеза Тимо-
шенко: поперечные сечения после приложения 
нагрузки остаются плоскими, несжимаемыми по 
толщине, но поворачиваются на дополнительный 
угол (x, t). Искомыми функциями являются 
прогиб стержня w(x, t) и относительный сдвиг 
ψ(x, t). Нагрузка q(x,t) предполагается распреде-
ленной по верхней плоскости стержня.  

 

 
Рисунок 1.1 – Нумерация слоев и геометрия пя-

тислойного стержня 
Выражения для продольных перемещений 

( )k
xu  (k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя) через искомые 

функции w(x, t), ψ(x, t) получим, исходя из при-
нятых гипотез:  

(4)
1, ψ, ( ),x xu zw c c h z c h h         

 (5) , ψ,  ( ),x xu zw z h h z c h        
(1) , , ( ),x xu zw h z h      

 (3) , ψ, ( ),x xu zw z h h c z h          
(2)

1, ψ,  ( ),x xu zw c h h c z h c           (1.1) 

где z – координата рассматриваемой точки попе-
речного сечения; сψ – величины смещения 
внешних несущих слоев за счет сдвига в запол-
нителях; запятая в нижнем индексе обозначает 
производную по координате х.  

Продольные деформации следуют из соот-
ношений Коши [1] и перемещения в слоях 
стержня (1.1):  

(4) (4), , , 0,x xx x xzzw c        

(5) (5), ( ) , , ,
2x xx x xzzw z h


         

(1) (1), ,   0,x xx xzzw      

(3) (3), ( ) , ,  ,
2x xx x xzzw z h


         

(2) (2), , , 0.x xx x xzzw c                   (1.2) 

После определения продольных перемеще-
ний и деформаций, напряжения в слоях опреде-
ляются с помощью закона Гука:  

( ) ( ) ( ) ( )2 , σ 3 ,k k k k
xx k xx ks G э K    
(3) (3) (5) (5)

3 52 , 2 ,xz xz xz xzs G э s G э             (1.3) 

где ( ) ,k
xxs  (3) (5),xz xzs s  – компоненты девиатора тен-

зора напряжений, ( ) ( )1
3 ;k k

хх    ( ) ,k
xxэ  (3) (5),xz xzэ э  – 

компоненты девиатора тензора деформаций, 
( ) ( )1

3 ;k k
хх    ,k kG K  – модули упругости материа-

лов слоев (сдвига и объемного деформирования). 
Для получения системы дифференциальных 

уравнений, описывающей поперечные колебания 
рассматриваемого стержня, используется вариа-
ционный принцип Лагранжа с добавлением сил 
инерции: 

δA = δW,                            (1.4) 
где δA – виртуальная работа внешней нагрузки, 
включая силы инерции; δW  – вариация работы 
внутренних усилий 

0 0 0

0

δ ( )δ = ( )δ ,
l

S

A q M w wdS b q M w wdx      

5
( ) ( )

1

δ σ δε .
k

k k
x x

kS h

W dzdS


                 (1.5) 

0M w  – силы инерции в поперечном направле-

нии, точка вверху обозначает производную по 
времени, 1 1 2 2 3 3 4 4 5 00  5( ) ,h h h h h b lM         

k  – плотность материала, b0 – ширина попереч-

ного сечения; δ – оператор вариации.  
Заметим, что работа касательных напряже-

ний в легком заполнителе в (1.5) не учитывается 
в связи с их малостью. 

Подставим работы (1.5) в уравнение (1.4) с 
учетом виртуальных деформаций, следующих из 
(1.2). Выполнение уравнения (1.4) возможно 
только при равенстве нулю коэффициентов при 
вариациях искомых функций. Из этого условия 
получаем уравнения движения: 

, 0,xH   0 0, ,xxM M w b q              (1.6) 

где , ,xH  ,xxM  – обобщенные (суммарные) внут-

ренние усилия и моменты, определяемые форму-
лами 

5
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0
1

5
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0
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σ ,

k

k

k k
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k h

k k
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k h

M M b zdz

N N b dz





 

 
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 
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(3) (5) (4) (2) (3) (5)( ) ( ) ( ).x x x x x xH M M c N N h N N       

Для получения уравнений колебаний пяти-
слойного стержня в искомых функциях необхо-
димо выразить обобщенные внутренние усилия 
через w(x, t), ψ(x, t). С помощью закона Гука (1.3) 
имеем 

 

3
2 2

2 1

2
3 1 1 1

2 2
( 3 3 )

3 3

2
3( )( ) ,

3

x

xx

h
M K c c hc h K

K h h h h c h c w

 




     


     

 

2
3 1 1 2

1
( 2 2 ) (3 2 ) ψ, ,

3 xK h c h h c K c h c        
 

2
2 3 1 1

1
(2 3 ) ( 2 2 ) ,

3 xxH K c c h K h c h h c w          
 

2
2 3 1

2
2 ψ, .

3 xc K c K h        
           (1.7) 

Подставив выражения (1.7) в уравнения 
(1.6), получим искомые уравнения движения в 
перемещениях:  

1 2, , 0,xx xxxa a w    

2 4 0, , ,xxx xxxxa a w M w q                (1.8) 

где аi  – коэффициенты  

2
1 2 3 1

2
2 ,

3
a c K c K h        

 

2
2 2 3 1 1

1
(2 3 ) ( 2 2 ) ,

3
a K c c h K h c h h c        

 

3
2 2

4 2 1

2 2 2
3 1 1 1 1

2 2
( 3 3 )

3 3

2
( 3 3 3 3 6 ) ,

3

h
a K c c hc h K

K h h h c h h h c ch

 




    


      

 

4
.

3k k kK G K    

В начальный момент времени прогиб 0 ( )w x  

стержня и его производная 0 ( )w x  по времени 

(скорость) считаются заданными: 

0( ),0) ( ,w x w x  0( ) ( ).,0w x w x         (1.9) 

В качестве граничных условий принимаем 
условия жесткой заделки торцов стержня х = 0; l. 

( ) ( ) ( ) ., , 0, ,xw wt t tx x x            (1.10) 

 
2 Уравнения собственных колебаний 
Для описания собственных колебаний пяти-

слойного стержня систему дифференциальных 
уравнений получим из (1.8), положив нагрузку  
q = 0. Проведя необходимые преобразования, 
получим: 

2
1 2

1

, ,x

a
w C x C

a
     

1 0
2

2 1 4

, 0.xxxx

a M
w w

a a a
 


                (2.1) 

 

Прогиб стержня принимаем в виде произве-
дения неизвестной координатной функции ( )x  

и гармонической функции времени:  
( )[ cos( ) sin( )],w x A t B t               (2.2) 

где A, B – константы интегрирования.  
Вторая производная от прогиба (2.1) будет 

2( ) [ cos( ) sin( )].w x A t B t            (2.3) 

Дифференциальное уравнение для опреде-
ления координатной функции υ(x) получим, под-
ставив (2.2), (2.3) во второе уравнение системы 
(2.1) и приравняв коэффициенты перед функ-
циями времени: 

4, 0,хххх                            (2.4) 

где введено обозначение 
2

4 1 0
2

4 1 2

.
a M

a a a


 


 

Следовательно, параметр  будет собствен-
ным числом оператора четвертой производной, а 
υ(x) – его собственной функцией. В результате 
исследования было установлено, что знак пара-
метра  всегда положительный [23]. В этом слу-
чае решение дифференциального уравнения (2.4) 
будет: 

1 2

3 4

( ) s h( ) ch( )

sin( ) cos( ),

x С x С x

С x С x

     
   

          (2.5) 

где С1, С2, С3, С4 – искомые константы интегри-
рования. 

Система уравнений для определения кон-
стант интегрирования в случае граничных усло-
вий заделки (1.9) сводится к системе двух алгеб-
раических уравнений относительно С1 и С2: 

1 2(s h( ) sin( )) (ch( ) cos( )) 0,С l l С l l         

1 2(ch( ) cos( )) (s h( ) sin( )) 0.С l l С l l         (2.6) 

Полученная однородная система (2.6) имеет 
ненулевое решение только при равенстве нулю 
ее определителя. Отсюда получаем трансцен-
дентное уравнение для определения собственных 
чисел: 

2 2 2s h ( ) sin ( ) (ch( ) cos( )) 0.l l l l          (2.7) 

Решением уравнения (2.7) будет бесконеч-
ное количество собственных чисел n  

(n = 0,1,2,…), после нахождения которых часто-
ты собственных колебаний рассматриваемого 
стержня можно определить по формуле, введен-
ной в (2.4): 

4 2
2 4 1 2

1 0

( )
.n

n

a a a

a M

 
   

 
3 Численные результаты 
Первые 15 собственных чисел n  и частот 

собственных колебаний n  пятислойного 

стержня (l = 1, b0 = 0,1), набранного из материа-
лов Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – 
Д16Т приведены в таблице 3.1. Упругие характери-
стики этих и других используемых материалов:  



Д.А. Будникова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (63), 2025 14 

– Д16-Т – K = 0,9214ּּ 105 МПа, G = 0,2671ּּ 105 МПа; 
– фторопласт-4 – K = 4700 МПа, G =  90 МПа; 

– титановый сплав – K = 1,04·105 МПа, 
G = 0,41ּּ·105 МПа;  

– кордиерит – K = 5,58·105 МПа, G = 2,58·105 МПа. 
Толщины слоев, если другое не указано, 

следующие: h = h1 = 0,02, c = 0,1.  
Следует отметить, что приведенные собст-

венные числа распределены по числовой оси 
достаточно равномерно.  

 
Таблица 3.1 – Собственные числа и частоты 

пятислойного стержня 
 

№ 
n n  ,n  с-1 №  

n n  ,n  с-1 

0 4,730 2971,682 8 29,8451 118309,477
1 7,853 8191,556 9 32,987 144527,644
2 10,995 16058,725 10 36,128 173367,627
3 14,137 26545,888 11 42,412 238913,044
4 17,279 39654,977 12 45,553 275618,477
5 20,420 55385,877 13 48,695 314945,727
6 23,562 73738,594 14 51,836 356894,793
7 26,704 94713,127    

 
На рисунке 3.1 показана зависимость пер-

вых трех частот собственных колебаний пяти-
слойного стержня от толщины внутреннего не-
сущего слоя h. Толщины и материалы слоев ука-
занны ранее. С увеличением номера зависимость 
частоты от толщины внутреннего несущего слоя 
нелинейная.  

 

 
 

Рисунок 3.1 – Зависимость первых трех частот ωn 
от толщины внутреннего несущего слоя h 

1 – ω0; 2 – ω1; 3 – ω2 
 

На рисунке 3.2 представлена зависимость 
первой частоты основного тона 0 от толщины h 
центрального слоя при различных материалах 
внешних несущих слоев: Существенное различие 
наблюдается при достаточно тонких слоях. Да-
лее кривые сближаются.  

 
 

 

 
 

Рисунок 3.2 – Зависимость ω0 от толщины 
центрального слоя h (различные несущие слои) 

1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т –  
фторопласт-4 – Д16Т, 

2 – титан – фторопласт-4 – Д16-Т –  
фторопласт-4 – титан, 

3 – кордиерит – фторопласт-4 – Д16-Т  
– фторопласт-4 – кордиерит 

 
Рисунок 3.3 отражает зависимость первой 

частоты ω0 от толщины центрального слоя h при 
различных материалах заполнителя. Несущие 
слои приняты из дюралюминия. Использование 
более легких полимерных материалов в качестве 
заполнителя приводит к увеличению собствен-
ной частоты колебаний стержня. 

 

 
 

Рисунок 3.3 – Зависимость ω0 от толщины цен-
трального слоя h (различные несущие слои) 

1 – фторопласт; 2 – пенопласт; 
3 – пенополиуретан 

 
Заключение 
Предложенная в работе постановка началь-

но-краевой задачи, полученные формулы и вы-
численные значения собственных чисел позво-
ляют проводить численный анализ зависимости 
частот собственных колебаний симметричного 
по толщине пятислойного стержня от материалов 
слоев.  
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