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Аннотация. Представлен алгоритм расчета форм-факторов мезонов процесса * ( )P qq   в модели, основанной на 

составной кварковой модели и точечной форме пуанкаре-инвариантной квантовой механике. Показано, что  
использование структурных функций конституентных кварков легкого сектора приводит к согласующемуся  

с экспериментальными данными поведению величины 0
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q F q  процессов * 0 ,    *    и *     при  

больших переданных импульсах. По результатам работы предложена самосогласованная модель, удовлетворительно 
описывающая электрослабые распады псевдоскалярных мезонов легкого сектора. 
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Введение 
Расчет наблюдаемых электрослабых харак-

теристик связанных кварковых систем является 
нетривиальной задачей физики высоких энергий. 
В низкоэнергетической области поведение кон-
станты 2( )s q  делает расчеты наблюдаемых 

характеристик связанных кварковых систем ме-
тодами теории возмущений невозможными [1]. 
Указанная особенность привела к многообразию 
альтернативных методов расчета форм-факторов, 
спектров масс и других характеристик мезонов 
легкого и тяжелого сектора. 

Отметим, что для мезонов с одним тяжелым 
кварком ( ,  ,  sD D B    мезоны и др.) существу-

ют апробированные методы [2], [3] (разложение 
по величине 1 ,Qm  симметрия HQS, использова-

ние нерелятивистских потенциалов с запираю-
щей частью и др.). Для мезонов легкого сектора 
требуется привлечение чисто релятивистских 
моделей, поскольку массы ,u  ,d  s   кварков 
значительно меньше [4].  

В указанном направлении исследования 
особый интерес представляют легкие псевдоска-
лярные 0, , , ,K           мезоны.  

ФИЗИКА
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К настоящему моменту накоплен значи-
тельный объем прецизионных эксперименталь-
ных данных по лептонным и радиационным рас-
падам. Обновление и дополнение эксперимен-
тальных данных коллаборациями BaBar, Belle и 
Cleo [4]–[7] дало возможность не только иссле-
довать поведение величины 0

2 2( )
P

q F q  при 
2q   но и изучить структурные свойства кон-

ституентных кварков при больших переданных 
импульсах.  

Исследование форм-факторов нейтральных 
0 , ,       мезонов также актуально при изу-

чении схем смешивания кварковых qq -состоя-

ний. Известно [8], что расчеты с одним углом 
смешивания P  в различных подходах приводит 

к значениям [ 20 , 9 ]P
     . Разброс привел к 

появлению альтернативных схем смешивания, в 
том числе с тремя углами ,P  ,G  G  и глюон-

ной компонентой G  [8]–[10]. Отметим, что 

исследования псевдоскалярных и векторных ме-
зонов проводились не только с учетом ,G  но и 

аномальными магнитными моментами конститу-
ентных кварков q  [11], [12].  

Среди множества способов описания реля-
тивистских составных кварковых систем можно 
выделить методы, которые основаны на исполь-
зовании представлений группы Пуанкаре [13].  
В этом подходе ключевым требованием является 
сохранение пуанкаре-инвариантности как для 
системы без взаимодействия, так и для взаимо-
действующих частиц [14]. Поэтому такой подход 
получил название «пуанкаре-инвариантная кван-
товая механика» (ПиКМ). В зависимости от того, 
как оператор взаимодействия включается в 
ПиКМ, выделяют три формы: мгновенную, то-
чечную и динамику на световом фронте [14]. 

Представленная работа посвящена изуче-
нию форм-факторов псевдоскалярных мезонов 
процесса * ( )P qq   в точечной форме ПиКМ. 

Отметим, что указанная форма динамики естест-
венным образом обобщается для исследования 
связанных систем, поскольку оператор 4-ре ско-
рости V Q M   с взаимодействием и без него 

совпадают [13], [14].  
Структура представленной работы следую-

щая: в разделе 1 приведены базовые соотноше-
ния модели, основанной на составной кварковой 
модели и на точечной форме ПиКМ. Показано, 
что использование осцилляторной волновой 
функции и константы псевдоскалярной плотно-
сти приводит к разумным параметрам развивае-
мой модели. В разделе 2 изложена методика рас-
чета форм-факторов процесса * ( ).P qq    

Отличительной особенностью предложенного 

подхода является использование аномальных 
магнитных моментов кварков и схемы смешива-
ния псевдоскалярных мезонов с глюонной ком-
понентой .G  

Как результат работы в разделе 3 проведено 
численное исследование форм-факторов псевдо-
скалярных 0 , ,       мезонов. Показано, что 

использование параметров модели, полученных 
из лептонных распадов псевдоскалярных мезо-
нов и аномальных магнитных моментов кварков 
удовлетворительно описывает современные экс-
периментальные данные коллабораций BaBar, 
Belle и Cleo в области малых переданных им-
пульсов. 

 
1 Описание модели 
Ниже определим вектор состояния мезона 

массы M, спина J  и 4-импульса 

Q  V M { ( ), },M  Q Q  
2 2Q M  в точечной форме ПиКМ. В развивае-

мом формализме вектор состояния мезона опре-
делим с использованием базиса прямого произ-
ведения двухчастичного представления  

1 1 2 2, , , , ,a b p p  
кварков с массами ,qm  ,

Q
m  импульсами 1,p  2 ,p  

проекциями спинов 1,  2  и цветовыми кванто-

выми числами a  и b  соответственно. В таком 
подходе вектор состояния мезона определяется 
интегралом по импульсу относительного движе-
ния кварков [13], [14] k  как 
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В (1.1) для краткости использованы обозначения 
2 2( )m m  p p  и 

 

 

k k
1 2

1 2
k k

1 2

,

,   ,m

S J

s s S S J
Y C C

m

 
       

   
            






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где  k k,mY    – сферические функции, опреде-

ляемые углами вектора ,k  1 2

1 2

,
s s S

C
 
    

 

S J
C

m

 
   


 – коэффициенты Клебша – Горда-

на группы SU(2), 1/ 2
, ( )WD  n  – функции вращения 

Вигнера вектор параметра Wn  [14].  
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Параметры развиваемой модели определим 
с использованием интегрального представления 
лептонной константы распада псевдоскалярного  

( )P qQ    
и векторного мезонов 0 ( )V qQ      [15], [16] 

2 I

0

( , ,β )

( ) ( )3 1
k   (k,β )

2 π  ω ( )ω ( )
q Q

q Q

I
I q Q qQ

m m

qQ
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f m m
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 
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2
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1 dk;  
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1,  1/ 3,
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a a

 

 
  
 
 

  

k k           (1.3) 

где  

0

( ) ( ) , | | =k, 

( ) ( ).
q Q

m m

m m

W m

M
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  

k k k

k k
          (1.4) 

Использование константы псевдоскалярной 
плотности 

P
g   [17], [18] 

2 I3 1
( , ,β ) k   (k,β )

2 π
P

q Q qQ qQP
g m m     

 0 ( ) ( ) ( ) ( ) dk
q qQ Qm m m mM W W W W    k k k k  (1.5)  

совместно с экспериментальными данными леп-
тонных распадов псевдоскалярных    и K    
мезонов приводит к системе уравнений [17] 

 

( .)

2( .) ( .)

ˆ ˆ1 2( ) (3, 45 0, 42) МэВ,

( , , ) ,

ˆ ˆ( ) ( , , ) .
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

 
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  
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(1.6) 

Использование осцилляторной волновой 
функции  

   
2

I
3 2 2

1/ 4 I I

2 k
(k, ) exp

3 2
qQ

qQ qQ

 
         

 (1.7) 

и значений токовых масс u   и d   кварков при-
водит к следующим параметрам модели, осно-
ванной на точечной форме ПиКМ: 

 
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 МэВ,219,48

 Мэ
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Для K    мезона с массой ( .)экс

K
M   анало-

гично получаем 
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(1.9) 

откуда  

 416,95 6,12  МэВ,sm    

 375,54 19,6  В6 Мэ .P
us            (1.10) 

Полученные в разделе параметры будут ис-
пользоваться для расчета форм-факторов псевдо-
скалярных  0 , ,       мезонов. 

 
2 Форм-факторы 0 , ,       мезонов 

процесса * ( )P qq   

Изучение форм-факторов псевдоскалярных 
мезонов будем проводить с использованием сле-
дующего механизма рождения кварк-антиквар-
ковой пары [19], [20] (рисунок 2.1). Соответст-
вующие рисунку 2.1 матричные элементы про-
цесса * ( )P qq   в системе покоя псевдоска-

лярного мезона (сравните с (1.1)) 
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Рисунок 2.1 – Механизм процесса * ( )P qq   
в развиваемом подходе 

 
В выражениях (2.2) определена вершина элек-
тромагнитного взаимодействия ( )q  с учетом 

структуры кварка калибровочно-инвариантным 
образом 
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вершины (2.3) в явном виде выделены электри-
ческий заряд e  и аномальный магнитный мо-
мент кварка .  В этом случае магнитный момент 
кварка определяется выражением [21], [22]  
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1 .
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                    (2.4) 

Расчет спинорной части выражения (2.2) с уче-
том параметризации процесса * ( )P qq   в 

точечной форме динамики 
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 (2.5) 

где realq  – 4-импульс реального  2
0realq   фо-

тона с соответствующим вектором поляризации 
.ε( ),real  а .virtq  – 4-импульс виртуального 

 2.virtq t  * -кванта, приводит к следующему 

выражению  

2 23
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В (2.6) определены следующие вспомогательные 
функции:  
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 (2.7) 

Использование (2.6) с учетом схемы смешивания 
псевдоскалярных мезонов [8]–[10] приводит к 
следующим выражениям форм-факторов 0 ,   

,     мезонов 

 0

1
( )  ( ) ( ) ,

2
uu dd

F t I t I t
 

    

 ( )  ( ) ( ) ( ),
2

 uu ssdd
F t I t

X
YI t I t
       

 ( )  ( ) ( ) ( ),
2

 uu ssdd
F t I t

X
YI t I t


        (2.8) 

где  
cos cos ,P GX      sin cos ,P GY      

sin ,GZ     

cos sin sin sin cos ,P G G P GX          

cos cos sin sin sin ,P G P G GY          

 cos sinG GZ                         (2.9) 
(детали изложены в [16]). Выражения (2.4)–(2.9) 
будут использоваться для изучения форм-
факторов псевдоскалярных мезонов процесса 

* ( )P qq   в предложенном подходе. 

 
3 Численные расчеты форм-факторов 

* 0 ,    *    и *     

Ниже проведем численное моделирование 
поведения форм-факторов псевдоскалярных ме-
зонов в точечной форме ПиКМ в сравнении с 
современными экспериментальными данными. 
Изучение будем проводить с использованием 
форм-факторов вида [11] 

1 2 2
2 2
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q qq q

q q

b b
F t F t

t tr r

 
   
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 (3.1) 

где qb  – параметр виртуальности кварка [23], а 
2

qr  – его среднеквадратичный радиус [24], оп-

ределяем выражением 

2
2

,  0,126.q
q

a
r a

m
                   (3.2) 

С использованием базовых параметров модели 
(1.8), а также выражений (2.6)–(2.9) получаем 
следующее поведение величины 0 ( )q F t

 
 в срав-

нении с современными экспериментальными 
данными коллабораций BaBar, Cleo и Belle 
(рисунок 3.1). 
 

 
Рисунок 3.1 – Поведение величины 0 ( )t F t

 
  

в сравнении с экспериментальными данными 
 

Для ,     мезонов аналогично получаем (ри-

сунки 3.2, 3.3). Отметим, что при расчетах ис-
пользованы значения параметров виртуальности 
кварков легкого сектора  

1,04,ub   1,10,db   0,90sb    (3.3) 

а также значения аномальных магнитных момен-
тов кварков 0,124,u    0,058d    и 

0,198.s   
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Оценку полученных результатов в сравне-
нии с экспериментальными данными получим с 
использованием величины 
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0 0
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( .) ( .)

2
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1
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       

 (3.4) 

расчет с использованием параметров (3.2), а так-
же значений аномальных магнитных моментов 

,u  ,d  s   кварков приводит к значению 

    2
. . 7,080.d o f                        (3.5) 

Анализ рисунков показывает, что предложенная 
релятивистская кварковая модель, основанная на 
точечной форме ПиКМ, удовлетворительно опи-
сывает данные BaBar, Cleo и Belle в пределах 
экспериментальной ошибки.  
 

 
 

Рисунок 3.2 – Поведение величины  ( )t F t  
в сравнении с экспериментальными данными 

 

 
 

Рисунок 3.3 – Поведение величины  ( )t F t   
в сравнении с экспериментальными данными 

 
Заключение 
Работа посвящена изучению электромаг-

нитных распадов легких 0 , ,       мезонов в 

точечной форме ПиКМ. В работе авторами пред-
ложена оригинальная методика расчета парамет-
ров модели с использованием константы псевдо-
скалярной плотности и токовых масс кварков 

легкого сектора. Полученные параметры разра-
батываемой модели использованы при исследо-
вании поведения величины 0

2 2( )
P

q F q


 в зависи-

мости от переданного импульса виртуального 
фотона 2 .q t  Из особенностей проведенных 

расчетов следует отметить использование сред-
неквадратичного радиуса кварков легкого секто-
ра (3.2), совместно с дираковскими форм-факто-
рами 1 ( ),qF t  2 ( )qF t  и параметрами виртуальности 

кварков. Расчеты с учетом перечисленных харак-
теристик конституентных кварков в модели, ос-
нованной на составной кварковой модели и на 
точечной форме ПиКМ, проведены впервые.  

Отметим, что предложенная модель дает 
более надежные предсказания в области малых 
переданных импульсов. Так расчет 2

. .d o f  в об-

ласти 0 10t   ГэВ2 приводит к значению 
2

. . 11,154,d o f   что сопоставимо с значением 

(3.5). Однако анализ рисунков 3.1, 3.2, 3.3 пока-
зывает, что наибольшее отклонение от экспери-
ментальных данных имеется для  -мезона. Так 

расчет 2
. .d o f  процессов     приводит к 

2
. . 9,708d o f   и 2

. . 1,552d o f   для эксперимен-

тальных данных BaBar [5] и Belle [6] cсоответ-
ственно; аналогичные расчеты для      

приводят к значению 2
. . 2,723d o f   (сравните с 

2
. . 26,815d o f   для процесса ).    В области 

10t   ГэВ2 эффекты перерассеяния будут значи-
тельны [25], и как следствие, требуется учет до-
полнительных диаграмм в сравнении с изучае-
мым в работе механизмом распада (рисунок 2.1). 

Отметим также, что значения ,P  ,G  G  в 

выражении (2.9) выбирались в из условия соот-
ветствия теоретических расчетов с эксперимен-
тальными данными процессов ( ) ( ) ,V P P V   

значения которых согласуются с эксперимен-
тальными данными коллаборации Kloe [26]. 
Анализ форм-факторов 0 ( )

P
t F t


 с другими угла-

ми смешения в предложенной работе авторами 
не проводился. 

В заключении также отметим, что предло-
женная модель, основанная на конституентной 
кварковой модели и точечной форме ПиКМ, 
удовлетворительно описывает радиационные 
распады псевдоскалярных и векторных мезонов 

( ) ( ) ,V P P V   форм-факторы   мезона, а так-

же аксиальный и векторный форм-факторы ра-
диационного распада       псевдоскаляр-

ного  -мезона. Предложенная модель также 
успешно использовалась для исследования ад-
ронного распада    с использованием тео-

ремы о мягких пионах [27]. 
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