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Аннотация. Исследованы решения параболического уравнения, описывающие скалярные параксиальные световые  
гауссовы пучки Арно со сложным астигматизмом. Уточнены допустимые значения свободных параметров, при  
которых такие пучки переносят конечную мощность и являются физически реализуемыми. Предложены явные  
выражения, описывающие свойства эллиптического светового пятна, его деформацию и вращение по мере распростра-
нения. Выполнено графическое моделирование и проведен соответствующий анализ эллипсов интенсивности. 
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Введение 
Обычно применяются лазерные гауссовы 

световые пучки с простейшей геометрией, кото-
рые обладают круговой симметрией относитель-
но оси пучка z [1]. Пучки с общим астигматиз-
мом изучены значительно меньше [2]–[6]. Дан-
ная работа представляет собой развитие преды-
дущих работ автора [7]–[13], где исследовались 
энергетические и поляризационные свойства 
различных типов световых пучков. В настоящей 
работе разработанный математический форма-
лизм распространяется на вращающиеся скаляр-
ные гауссовы световые пучки Арно со сложным 
астигматизмом. 

Сначала описывается общий формализм для 
описания  вращающихся скалярных гауссовых 
световых пучков со сложным астигматизмом 
(пучков Арно). Предложен упрощенный форма-
лизм для описания геометрических характери-
стик светового пятна скалярного пучка Арно в 
его поперечном сечении. 

Уточнены ограничения, налагаемые на сво-
бодные параметры гауссова пучка Арно, чтобы 
гауссиан пучка был квадратично интегрируем 
(КИ). Тогда пучок переносит конечную мощ-
ность и, тем самым, является физически реали-
зуемым. Установлены закономерности измене-
ния эллиптичности светового пятна и его враще-
ния по мере распространения пучка в простран-
стве. В разделе 2 проводится графическое моде-
лирование геометрических характеристик эллип-
сов интенсивности скалярных гауссовых пучков 
Арно и формулируются некоторые закономерно-
сти. В заключении кратко сформулированы ос-
новные полученные результаты. 

 
1 Скалярные гауссовы световые пучки 

Арно со сложным астигматизмом и свойства 
эллиптического светового пятна 

Скалярное параболическое уравнение 
( 2 ) 0xx yy zik f       

имеет решение в виде [2], [5] 0 ,f G  где  
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0 exp
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ox oy

x y x y

q q ik x y
G

q q q q

  
       

      (1.1) 

– гауссиан с простым астигматизмом, включаю-
щий два комплексных параметра пучка xq  и .yq  

Здесь , , ,x y ox oyq z q   , , , ,ox oy ox oy ox oyq q iq    

1.i    Таким образом, скалярный обобщенный 
пучок Гаусса с простым астигматизмом в общем 
случае зависит от переменных ( , , )x y z  и двух 

комплексных свободных параметров 0 0, .x yq q  

Для физически реализуемых пучков конеч-
ной мощности должна выполняться квадратич-
ная интегрируемость (КИ) функции f. Необходи-
мые и достаточные условия КИ мод Гаусса – 

0 ,0{ 0, 0}.x yq q    При этом во всех случаях ком-

плексные параметры 0 0{ , }x yq q   не влияют на КИ. 

Используем обозначения Арно [2]:  
1
, 1,2 1,2 ,x yq i      

где  

0 ,0 0 ,0
1,2 2 2 2

0 ,0 0 ,0,

;
( ) ( )

x y x y

x y x yx y

z q z q

z q qq

  
  

  
 

0 ,0
1,2 2

,

.x y

x y

q

q


   

Матрица гауссиана 0G  с простым астигма-

тизмом является диагональной:  

1 1
0

2 2

; 0
.

0;

i

i

   
      

 

Теперь условия КИ мод Гаусса (1.1) можно пред-
ставить также в виде  – 1 2{ 0, 0}.     

Чтобы получить гауссиан со сложным ас-
тигматизмом из гауссиана 0G  с простым астиг-

матизмом, следуя подходу Арно [2], повернем 
систему координат вокруг оси oz на некоторый 
мнимый угол i   . После этого гауссиан при-

обретает сложный астигматизм и принимает вид:  

 exp ,
2

ox oy
А

x y

q q ik
G

q q  
   
 

r r          (1.2) 

где поперечный радиус-вектор ( , ).x y r  После 

этого матрица i       гауссиана АG  со 

сложным астигматизмом по сравнению с перво-
начальной матрицей 0  существенно усложня-

ется. Вещественная часть матрицы :  

11 12

12 22

;
,

;

   
      

 

где  

1 2 1 2
11,22 2 ;

2 2
ch

        

2 1
12 2 .

2
A sh

      

Мнимая часть матрицы :  

11 12

12 22

;
,

;

   
      

 

где 

1 2 1 2
11,22 2 ;

2 2
ch

        

2 1
12 2 .

2
sh

     

Пучки, характеризуемые таким гауссианом АG  

со сложным астигматизмом, будем называть 
пучками Арно [2]. Заметим, что гауссовы пучки 
Арно (1.2) со сложным астигматизмом, описы-
ваемые гауссианом ,АG  не эквивалентны гауссо-

вым пучкам со сложным астигматизмом, кото-
рые обсуждались нами ранее в [13], так как гаус-
сиан Арно (1.2) отличен от гауссиана со слож-
ным астигматизмом в [13]. 

Интенсивность скалярного светового пучка 
Арно со сложным астигматизмом пропорцио-
нальна плотности энергии светового поля пучка 

 2 (0)(0)
exp 2 ,

8 8 ( ) ( )
yx

x y

qq
w G k

q z q z  

     
 

r r  

где

 
2 2

1 2

2 2
1 2
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exp 2 exp

2

( )( )
2 2 (2 ) ( ) .

2

x y
k k

x y
ch xy sh

 

          
  

       

r r

 

Чтобы пучок был достаточно ограниченным 
в поперечных направлениях, гауссиан АG  со 

сложным астигматизмом должен быть КИ. Это 
означает, что матрица   должна быть положи-
тельно определенной. Отсюда следует, что на 
угол ,  содержащийся в компонентах матрицы 

,  накладываются ограничения  

2 1 2
2 2

1 2 1 2

4
2

( ) ( )
sh

 
 

    
 

или 
2 2

2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

( ) ( )
2 ,

( ) ( )
ch

    
 

    
 

откуда  
*

2 .x y

x y

q q
ch

q q


 


                    (1.3) 

Заметим, что в статье Арно [2] и последую-
щей работе [6] сформулированы более мягкие 

условия 
*

2 ,yx

x y

q q
ch

q q


 


 чтобы оси эллипса ин-

тенсивности были вещественными. Однако знак 
равенства здесь означает, что меньшая ось полу-
ось эллипса интенсивности может обращаться в 
нуль. Но тогда в направлении этой полуоси 
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интенсивность пучка не будет убывать с удале-
нием от оси пучка z. Общая интенсивность тако-
го пучка будет тогда бесконечной, что физически 
неприемлемо. 

Итак, условия КИ и, тем самым, физической 
реализуемости скалярных вращающихся гауссо-
вых пучков Арно должны описываться строгим 
неравенством (1.3). 

После некоторых преобразований можно 
получить, что max2 2 ,sh sh    где 

0 0

max

2
2 .

x y

x y

q q
sh

q q

 
 


                 (1.4) 

Теперь полные условия КИ гауссиана AG  и, тем 

самым, физической реализуемости скалярного 
гауссового пучка Арно со сложным астигматиз-
мом можно представить в следующей простой 
форме: 

0 0

0 ,0

2
0, 0, 2 , 0 1 .

x y

x y

x y

q q
q q sh с с

q q

           
  

(1.5) 

Существенно, что условия КИ не зависят от рас-
стояния z вдоль оси oz и 1,2 .  

В поперечном сечении общеастигматиче-
ского гауссового пучка в общем случае будет 
наблюдаться световое пятно эллиптической 
формы. При распространении в свободном про-
странстве это световое пятно будет деформиро-
ваться и вращаться [2].  

Перейдем к анализу эллиптичности и ази-
мута эллипса интенсивности. Собственные зна-
чения матрицы   равны  

1 2
1,2

2 2 2

21 2 1 2 1 2

2

2 .
2 2 2

sh

   
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С учетом (1.3) и (1.4) последнее выражение мож-
но представить в более простом виде  

1 2

2

21 2 1 2
1,2 .

2 2
c

          
 

 

Таким образом, собственные значения матрицы 
  не зависят от 1 1( , )!   

Поскольку 1,2 2
1,2

,
w

 


 где 1,2w  – главные 

полуоси эллипсов интенсивности, то отношение 
полуосей эллипса интенсивности  

2 1

1 2

.
w

tg
w


    


 

Удобно вместо tg  использовать параметр эл-

липтичности  
2

1 2

1 2

4 (1 )
sin(2 ) .

c  
 

 
 

При 0c   имеем гауссов пучок с простым ас-

тигматизмом. При этом 1 2
0

1 2

2
sin(2 ) .

 
 

 
  

Поэтому 
2

0sin(2 ) sin(2 ) 1 .c                  (1.6) 

Параметры   и 0  не зависят от 1  и 2.  

Когда эллипс интенсивности вырождается в 
линию? Лишь при 1c  . Но тогда нет КИ и пу-
чок физически не реализуем! Когда эллипс пре-
вращается в окружность? Лишь при 0c   и рас-
стояниях  

0 0 0 0

0 0

.
x y y x

круг

y x

q q q q
z

q q

   


 
 

Перейдем к анализу ориентации эллиптиче-
ского светового пятна относительно оси ox. При 
повороте системы координат на мнимый угол 
( )i  происходит деформация эллипса интенсив-

ности и новый азимут главной полуоси эллипса 
интенсивности определяется выражением  

12

11 22

2
2 ,

A
tg

A A


 
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 т. е. 2 1

1 2
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   
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Расчеты удобно производить в следующей 
последовательности:  

, , , ;ox oy ox oy ox oyq q iq    0 ,0
1,2 2
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;x y
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z q
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 
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 
 

Ориентацию (азимут) главной оси эллипса ин-
тенсивности светового пятна целесообразно счи-
тать по формуле 

 1 2 1 2

1
arctg ( ) , ( ) .

2 2
ch sh


          (1.7) 

 
2 Графическое моделирование характе-

ристик эллипсов интенсивности скалярных 
гауссовых пучков Арно 

Для графического моделирования получен-
ных результатов для наглядности был выполнен 
переход к безразмерным переменным  

0/ ,X x x  0 0/ , / ,Y y x Z z z   
где 0 0,x   2

0 0 / 2z k x  – характерные линейные 

размеры пучка в поперечном и продольном на-
правлениях соответственно. Чтобы обеспечить 
КИ функций векторной амплитуды пучков Арно 
и, тем самым, переносимую конечную мощность 
через   поперечное   сечение   пучка,  выбирались  
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         а) 2;Z                      б) 1;Z                       в) 0;Z                        г) 1;Z                       д) 2Z   
 

Рисунок 2.1 – Деформация и вращение эллипсов интенсивности скалярных гауссовых пучков Арно 
со сложным астигматизмом. Свободные параметры: 0 0;xq   0 0;yq   0,2;oxq   2;oyq   0,5с   

 

           
 

                        а) 0,03;с                                        б) 0,5;с                                      в) 0,99с   
 

Рисунок 2.2 – Азимут ориентации главной оси эллипса интенсивности относительно оси ох и параметр 
эллиптичности светового пятна пучков Арно в зависимости от расстояния z. 

Свободные параметры: 0 0;xq   0 0;yq   0,2;oxq   2oyq   

 
параметры, удовлетворяющие условиям (1.5). 
Некоторые результаты графического моделиро-
вания поперечных потоков энергии и интенсив-
ности однородно поляризованного параксиаль-
ного светового гауссова пучка с общим астигма-
тизмом изображены в относительных единицах 
на рисунках 2.1, 2.2 при различных значениях 
свободных параметров. 

На рисунках 2.1 и 2.2 изображены параметр 
эллиптичности пятна интенсивности sin(2 )  

(нижний график) и его азимут ориентации   

относительно оси ох в зависимости от расстоя-
ния Z. При распространении гауссового пучка 
Арно со сложным астигматизмом световое пятно 
пучка непрерывно деформируется и вращается. 
В интервале ( )Z     главные оси эллипса 

интенсивности вращаются на   радиан (см. так-
же [2]). Вращение происходит неравномерно. 
Практически основной поворот происходит в 
интервале ( 2 2)Z    (рисунки 2.1, 2.2). Ско-

рость поворота эллипса интенсивности зависит 
от свободного параметра с. При 0с   (гауссиан 
с простым астигматизмом) азимут главной оси 
эллипса интенсивности не зависит от Z. Эллипс 
лишь скачком поворачивается на / 2  при стро-
го круговой форме светового пятна при двух 
значениях Z. При 0с   поворот эллипса свето-
вого пятна становится непрерывным, но нерав-
номерным. С возрастанием Z поворот становится 

все более плавным. При 0,99с   мы видим наи-
более плавное вращение эллипса с возрастанием 
Z. При этом эллиптичность  падает до мини-
мальных значений. 

Графики параметра эллиптичности sin(2 ) , 

независимо от значений свободных параметров, 
имеют характерный вид. Они содержат один ми-
нимум и два максимума. Минимальный параметр 
эллиптичности sin(2 )  (наиболее сплюснутое 

пятно интенсивности) наблюдается при азимуте 
эллипса интенсивности / 2.    Затем, с изме-

нением расстояния Z, эллиптичность быстро воз-
растает до максимума, а потом медленно умень-
шается. Естественно, что при удалении от начала 
координат ( 0)Z   размеры пятна интенсивности 

увеличиваются. 
Коснемся теперь влияния других свободных 

параметров на форму и ориентацию эллипса ин-
тенсивности. Изменение 0xq

 
параметра 0xq  

приводит просто к соответствующему смещению 

0xq  светового пятна вдоль оси OZ. При возрас-

тании oyq
 
пятно расширяется вдоль оси абсцисс 

и деформируется вдоль оси ординат. 
 

Заключение 
В настоящей работе исследованы свойства 

эллиптического пятна интенсивности скалярных 
гауссовых световых пучков Арно со сложным 
астигматизмом. Предложены упрощенные явные 
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выражения для геометрических характеристик 
эллипса интенсивности (его эллиптичности и 
азимута ориентации относительно оси OZ). 
Уточнены ограничения, налагаемые на свобод-
ные параметры пучка Арно, чтобы он переносил 
конечную мощность и, тем самым, был физиче-
ски реализуем. 

Выполнено графическое моделирование ха-
рактеристик эллипсов интенсивности скалярных 
гауссовых пучков Арно. Установлено полное 
соответствие аналитических выражений для де-
формации светового пятна и вращения его глав-
ных осей при распространении исследуемого 
светового пучка в свободном пространстве. 
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