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Аннотация. Найдены точные решения трёхмерного модифицированного уравнения Кадышевского в импульсном 
представлении, описывающего связанные s-состояния системы двух скалярных частиц в случае потенциала Кулона 
в пределе равной нулю энергии. Решение задачи получено путём её преобразования к аналогу уравнения Шрёдингера 
с потенциалом Кулона в импульсном представлении, дополненного граничными условиями специального вида.  
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Введение 
Модифицированное уравнение Кадышев-

ского для волновой функции (2 , )pE   в им-

пульсном представлении, описывающей связан-
ные состояния системы двух скалярных частиц 
одинаковой массы m в сферически-симметрич-
ном случае, имеет вид [1], [2] 
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где величина 2E  – энергия системы двух частиц 
в системе центра масс (0 2 2 ),E m   p  – быст-

рота, связанная с относительным импульсом p в 
системе центра масс по формуле sh ,pp m   

( , )p kV    – потенциал. 

В данной работе мы рассматриваем нахож-
дение точных решений уравнения (0.1) в случае, 
когда энергия системы равна нулю (предел силь-
но связанных частиц), а взаимодействие между 
частицами осуществляется посредством потен-
циала Кулона [3] 
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где 0   – константа связи. Для решения по-
ставленной задачи нам понадобится свойство 
нечётности волновой функции 

(2 , ) (2 , ),p pE E            (0.3) 

а также граничные условия  
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(2 ,0) 0;E   
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Выражения (0.3), (0.4) следуют из уравнения 
(0.1), при этом (0.3) получено в предположении, 
что область определения переменной p  распро-

странена на отрицательную полуось. 
 

1 Преобразование уравнения 
Воспользовавшись свойством (0.3) волно-

вой функции, преобразуем уравнение (0.1) с по-
тенциалом (0.2) к виду 
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и выполним в нём замену переменных  
exp( ),pz    exp( ).kz    

В результате получим следующее интегральное 
уравнение 
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где выполнено переобозначение для волновой 
функции 

(2 , ) (2 , ln ) (2 , ).pE E z E z            (1.2) 

Выполним теперь во втором интеграле уравне-
ния (1.1) замену переменной 1z z   и, исполь-

зуя формулы (0.3), (1.2), преобразуем функцию 
под интегралом 
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После указанных действий уравнение (1.1) при-
нимает вид 
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Выполним в (1.3) переобозначение переменной 
z z   и представим уравнение в следующей 
форме 
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Введём обозначение (2 , ) (2 , ) .E z E z z     

В результате уравнение (1.4) принимает вид 
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Точное решение интегрального уравнения (1.5) 
для произвольного значения энергии 2E  нам 
неизвестно. Рассмотрим (1.5) в частном случае, 
когда 2 0.E   
 

2 Точное решение интегрального уравне-
ния 

При нулевом значении энергии уравнение 
(1.5) принимает форму 
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0,z   
аналогичную уравнению Шрёдингера для свя-
занных состояний с потенциалом Кулона в им-
пульсном представлении [4]. Граничные условия 
(0.4) для функции (0, )z  принимают вид 
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Решение уравнения (2.1) представим в форме [5] 
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2 ,s   1,2,...,s   
где константа C – всё ещё не определена. Функ-
ция (2.3) удовлетворяет второму из условий (2.2) 
для всех указанных значений s. Подставив (2.3) в 
первое из условий (2.2) и выполнив несложные 
преобразования, получим равенство 

 sin 2 0,s   

которое выполняется лишь для чётных значений 
s. Таким образом, решение уравнения (2.1) с учё-
том граничных условий (2.2) имеет следующий 
вид: 
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4 ,n n   1, 2,....n   

Возвращаясь к первоначальному обозначению 
для волновой функции и переменной ,p  пред-

ставим решение уравнения (0.1) с потенциалом 
(0.2) для нулевой энергии связанного состояния в 
форме 
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Заключение 
В данной работе получены точные решения 

модифицированного уравнения Кадышевского с 
потенциалом Кулона в импульсном представле-
нии в случае связанных s-состояний системы 
двух скалярных частиц с энергией, равной нулю. 
Рассмотренный метод мы планируем использо-
вать в дальнейшем для получения аналитических 
решений релятивистских двухчастичных уравне-
ний в случае ненулевых значений энергии. 
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