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Аннотация. В работе рассмотрено джоуль-томсоновское расширение жидкости Редлиха – Квонга и заряженной АдС 
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Введение  
Начало термодинамике чёрных дыр было 

положено в классических работах Бекенстайна и 
Хокинга [1], [2]. Термодинамическое изучение 
чёрных дыр в пространстве анти-де-Ситтера 
(АдС), начатое в пионерской работе Хокинга и 
Пэйджа [3], было обобщено на случай наличия 
электрического заряда в работе [4], где авторы 
обнаружили аналогию между фазовыми диа-
граммами чёрных дыр и ван-дер-ваальсовской 
жидкости. Поэтому в последнее десятилетие де-
лается акцент на возможность проведения срав-
нительного анализа поведения чёрных дыр и ре-
альных жидкостей [5] в рамках процесса Джо-
уля – Томсона [6]. В данной работе мы изучим и 
сравним джоуль-томсоновское расширение за-
ряженной АдС чёрной дыры и жидкости Редли-
ха – Квонга, причём, начнём с последней.  

Следует заметить, что сравнительный ана-
лиз поведения инверсионных кривых эффекта 
Джоуля – Томсона для полуэмпирических двух-
параметрических уравнений состояния,  

проделанный в работе [7], говорит о том, что 
именно редлих-квонговская кривая ближе всех к 
эмпирической кривой, которая следует из клас-
сического эксперимента [8].  

 
1 Жидкость Редлиха – Квонга 
Стандартное уравнение состояния Редлиха – 

Квонга, например [7], может быть записано в 
виде 

 
Bk T a

P
b T b

 
  

              (1.1)  

при условии введения параметра /V N  , где 
V  – объём, N  – постоянное число частиц, P  – 
давление, T  – температура, Bk  – постоянная 

Больцмана, а параметры сил парного межмоле-
кулярного отталкивания и притяжения заданы 
заменами / ,b b N  2/ .a a N  

В процессе Джоуля – Томсона жидкость 
изоэнтальпически, то есть при энтальпии 

,H Const  из области высокого давления 
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переходит в область более низкого давления, что 
сопровождается изменением её температуры. 
При понижении температуры (охлаждении) эф-
фект Джоуля – Томсона считается положитель-
ным, при повышении температуры (нагревании) – 
отрицательным. Производная, характеризующая 
процесс, представима в виде 

λ
,

H TP

T

P c P
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               (1.2) 

где параметр процесса λ  имеет знак, совпадаю-
щий со знаком эффекта в данном случае диффе-
ренциального. Уравнение (1.1) и определение 
(1.2) дают явный вид параметра λ  
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Области положительного и отрицательного 
эффекта Джоуля - Томсона разделяются инвер-
сионной кривой, удовлетворяющей условию 

0,   при этом полагается, что .iT T  Тогда из 

(1.3) следуют выражение для ,iT  которое совме-

стно с (1.1) определяет систему уравнений для 
построения кривой инверсии 
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         (1.4) 

В свою очередь, формула (1.3) по очевидному 
асимптотическому поведению λ 0Т   позво-

ляет выделить области положительного и отри-
цательного эффекта – охлаждения и нагревания 
соответственно, что позволяет не использовать 
явный вид графического поведения изоэнтальпи-
ческих кривых. Уравнения (1.4) также опреде-
ляют физическую область некомплексных и не-
отрицательных температур в ТР-плоскости. Вы-
шесказанное, в случае фиксации параметров 

1Ba b k    по аналогии с [5], проиллюстриро-

вано на рисунке 1.1. 
Приведенная форма уравнения Редлиха –

Квонга, учитывающая значения критических па-
раметров  
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где 3ξ 2 1 0,259921 0,260,     ранее изуча-

лась в рамках процесса Джоуля – Томсона  

в вышеупомянутой работе [7]. В этом случае сис-
тема уравнений для инверсионной кривой имеет 
вид: 
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Приведенная кривая инверсии, следующая из 
(1.5), изображена на рисунке 1.2. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Кривая инверсии знака эффекта 
Джоуля – Томсона, следующая из уравнения 
состояния Редлиха – Квонга ( 1)Ba b k    

 

 
 

Рисунок 1.2 – Кривая инверсии знака эффекта 
Джоуля – Томсона для приведенного уравнения 

состояния Редлиха – Квонга 
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Критерий выделения областей нагревания и 
охлаждения и в этом случае тот же , 0r T   и 

также не требует явного вида изоэнтальпических 
кривых. 

 

2 Заряженная АдС чёрная дыра 
Обратимся к заряженной АдС (анти-де-

ситтеровской) чёрной дыре и коснёмся её основ-
ных физических и, в особенности, термодинами-
ческих свойств, а также определим характери-
стики джоуль-томсоновского расширения. При 
этом далее, что является общепринятым, будем 
использовать рациональную систему единиц, в 
которой 1.BG k c     

В рассматриваемом случае геометрия про-
странства-времени заключена в интервале  

   2 2 1 2 2 2 ,ds f r dt f r dr r d      

где 2 2 2 2sin ( ) ,d d d       а функция  f r  

представима как 
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                 (2.1) 

В формуле (2.1) l, M и Q – это анти-де-ситтеров-
ские радиус, масса и заряд чёрной дыры. В свою 
очередь, радиус горизонта событий r  находит-

ся, как наибольший корень уравнения   0.f r    

При этом масса чёрной дыры оказывается 
равной  
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и в нашем случае, в соответствии с работой [9], 
сопоставляется с энтальпией, дифференциал ко-
торой  

,dM TdS VdP ФdQ     / .Ф Q r    (2.3) 

Космологическая константа   непосредст-
венно связана с давлением Р и в АдС случае она 
отрицательна [1], [3] 
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Энтропия чёрной дыры [1] задаётся соотно-
шением 2 ,S r   а температура Т, согласно (2.3), 

приобретает вид  
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И, наконец, уравнение состояния вида 
( , )P P V T  для заряженной АдС чёрной дыры на 

основании (2.4) и (2.5) может быть записано как 
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Теперь обратимся непосредственно к джо-
уль-томсоновскому расширению заряженной 
АдС чёрной дыры. При этом определение пара-
метра процесса   используем в его стандартном 
виде [6]. 

Применение уравнения состояния (2.6) в 
определении (1.2) при условии инверсии 0   
даёт выражение для инверсионной температуры 
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Дальнейшее совместное использование (2.6) и 
(2.7) приводит к условию в виде уравнения 

4 2 28 2 3 0,iPr r Q      

имеющему только один положительный неком-
плексный корень из четырёх  
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Используя корень (2.8) в выражении (2.7), 
получаем окончательный вид кривой инверсии в 
TP-плоскости 
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Соответствующее (2.9) семейство кривых 
инверсии изображено на рисунке 2.1 
 

 
 

Рисунок 2.1 – Семейство кривых инверсии для 
заряженной АдС чёрной дыры,  
параметризованное зарядом Q 

 
На рисунке 2.2. показаны области положи-

тельного и отрицательного эффекта для заря-
женной АдС чёрной дыры с фиксированным за-
рядом, в частном случае Q = 2. В качестве крите-
рия выделения областей охлаждения и нагрева-
ния при этом было выбрано поведение изоэн-
тальпических кривых, следующее из формул 
(2.2), (2.4) и (2.5). Не трудно заметить, что с 
уменьшением Р под кривой инверсии на изоэн-
тальпе температура Т растёт, а над кривой ин-
версии – убывает.  
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Рисунок 2.2 – Кривая инверсии для заряженной 
АдС чёрной дыры с зарядом Q = 2; области 

охлаждения и нагревания; явный вид изоэнтальп 
 

3 Сравнение областей положительного 
эффекта  

Понимая определённое фиксированное 
положение редлих-квонговской кривой инверсии 
в случае нормировки 1Ba b k    и влияние 

параметризации зарядом на поведение кривых 
инверсии АдС чёрной дыры можно сделать 
вывод о наличии некоторого заряда, при котором 
кривые инверсии имеют точку касания А. 
Расчёты показывают, что данной ситуации 
соответствует заряд Q = 2,75. Координаты точки 
касания: РА = 0,28; ТА = 0,43. Касающиеся кривые 
инверсии показаны на рисунке 3.1. 
 

 
 

Рисунок 3.1 – Кривые инверсии для заряженной 
АдС чёрной дыры с зарядом  

Q = 2,75 и кривая инверсии Редлиха – Квонга 
 

Поэтому в рамках выше оговоренной 
физической ситуации можно прийти к выводам:  

– область положительного эффекта Джоуля – 
Томсона для заряженных АдС чёрных дыр с  
Q < 2,75 полностью содержит в себе такую же 
область для жидкости Редлиха – Квонга, 

что может говорить о возможной физической 
общности состояния и поведения рассматривае-
мых систем в обозначенных инверсионными 
кривыми областях РТ – плоскости;  

– для заряженных АдС чёрных дыр с  
Q ≥ 2,75 характерно смешивание областей с раз-
личными знаками эффекта Джоуля – Томсона, 
что уменьшает степень общности систем и воз-
можность физических интерпретаций;  

– наличие точки касания с нижней стороны 
редлих-квонговской кривой инверсии говорит о 
правомерности использование термина «жид-
кость Редлиха – Квонга», так как именно нижняя 
часть соответствует жидкой фазе.  
 

Заключение 
Изучено расширение Джоуля – Томсона, 

или же одноименный эффект, для жидкости Ред-
лиха – Квонга и заряженной АдС черной дыры. 
Масса черной дыры в АдС пространстве отожде-
ствлялась с энтальпией и считалась постоянной. 
В обоих случаях получены кривые инверсии зна-
ка эффекта Джоуля – Томсона и определены об-
ласти охлаждения и нагревания. Чёрные дыры 
всегда остывают выше кривой инверсии, что бы-
ло показано для различных значений заряда Q и 
массы (энтальпии) M (рисунки 2.1, 2.2). Видно, 
что при низких температурах обе системы имеют 
различное поведение: у заряженной АдС чёрной 
дыры область охлаждения увеличивается с 
уменьшением заряда, а у жидкости Редлиха – 
Квонга уменьшается, аналогично с жидкостью 
ван-дер-Ваальса [5], и при определённой темпе-
ратуре исчезает. В свою очередь, наличие гра-
ничной температуры ТА = 0,43 даёт возможность 
говорить о физической общности состояний и 
поведения рассматриваемых систем в обозна-
ченных инверсионными кривыми областях РТ – 
плоскости.  

Следует также в дальнейшем обратить вни-
мание на физическое осмысление нормировки 

1,a b   то есть фиксацию параметров уравне-
ния состояния, не относящихся к фундаменталь-
ным константам. В этом случае строгий анализ 
областей положительного эффекта сложно реа-
лизовать из-за возникновения различного мас-
штабирования шкал.  

Следующим шагом в исследовании джоуль-
томсоновского расширения АдС чёрных дыр, 
очевидно, является обращение к керровским чёр-
ным дырам [10], то есть незаряженным вращаю-
щимся, и проведение сравнительного анализа с 
соответствующим поведением двухпараметриче-
ских реальных жидкостей, в особенности, жид-
кости Редлиха – Квонга.  
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