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1. В настоящей работе рассматривается класс нелинейных разрывных 
операторов, к которому применяются вариационные методы исследования 
задач о собственных векторах, об условном экстремуме и о разрешимости 
нелинейных уравнений. Из этих предложений, в частности, вытекают тео
ремы существования решений уравнения Гаммерштейна и = Bhu, когда 
функция g(w, х), порождающая оператор Немыцкого hu = g(u.(x), х), 
разрывна по и. В п. 2 вводится класс разрывных квази потенциальных опе
раторов, а в п. 3 отмечаются некоторые свойства таких операторов. В п. 4 
устанавливаются теоремы об условном экстремуме недифференцируемых 
функционалов-потенциалов квазипотенциальных операторов, которые при
меняются в п. 5 к решению задачи о собственных векторах оператора Гам
мерштейна. В и. 6 устанавливается теорема о разрешимости уравнения 
типа Гаммсрштейна с разрывным оператором в локально выпуклых прост
ранствах.

2. Пусть Е — вещественное нормированное пространство, Е* — про
странство, сопряженное с Е, и F: Е-+Е*. Мы будем предполагать, что 
функция {F(z ф- tx), х), где (у, х) — значение линейпого функционала 
у е Е* на векторе х е Е, суммируема по t на [0, 1] при любых х, z е Е.

Рассмотрим функционал
1;

t^) = to + ^F(tx),x')dt. (1)
О

Если отображение F (ж) локально ограничено и выполнено равенство (2), 
то функционал / (ж) непрерывен.

Определ ение 1. Отображение F: Е-+Е* мы назовем квазипотеп- 
циальным, если функционал, определенный равенством (1), непрерывен 
и для Любых х,у ^Е справедлива формула

1
/ И — / (У) = $ <F (у + t (х — у)), х—у) dt. (2)

о

При этом функционал f(ж) назовем потенциалом квазипотенци- 
ального отображения (оператора) F.

Аналогично определяется квазипотенциальный оператор как на выпук
лом множестве о е Е, так и в локально выпуклых пространствах.

Примером монотонного квазипотенциального оператора из пространст
ва Лебега Lp в пространство 1А(р~' ф- = 1) может служить оператор 
Немыцкого (4) fe: hu - g(u(x), х), когда функция g(n, х), порождающая 
этот оператор, удовлетворяет условиям: 1) она измерима по х 6= G при лю
бом и е- (—оо, ф-оо), где G — множество конечной или бесконечной меры 
s-мерного эвклидова пространства; 2) почти при каждом х G она не убы
вает по и и непрерывна справа в точках разрыва; 3) |g(u, х) | йф а(х) ф- 
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+ 6|п|р a(x) ^Lp, & > 0. Потенциал оператора h принимает здесь вид
u(x)

f(u) = fo + ^dx J
G 0

g(v,x)dv,

и, так как функция g(v, x) разрывна no v, то функционал /(iz) даже не 
дифференцируем по Гато, т. е. hu в данном случае не есть потенциальный 
оператор.

Отображение F-. Е-+Е* называется слабо радиально непрерывным, 
если для любых х, h<=E функционал {F(x-\-th), hy непрерывен по 
е [0, 1]. Напомним еще, что отображение F: Е- ^Е* называется монотон
ным, если для любых x.he E

(F(x -ф h) — F‘(x), hy Js 0,

и строго монотонным, если равенство исключено при h 0.
3. Отметим следующие свойства квазипотенциальных операторов.
1) Слабо радиально непрерывный квазипотенциальный оператор явля

ется потенциальным.
2) Из монотонности квазипотенцпального оператора следует слабая по

лунепрерывность снизу и выпуклость его потенциала.
3) Из комплектности квазипотенциального оператора в шаре D = 

= {х^Е-. ||ж|| г, г > 0} следует слабая непрерывность в D его потен
циала.

4. Здесь мы приведем два предложения об условном экстремуме недиф
ференцируемых функционалов в вещественном гильбертовом пространстве.

Теорема 1. Пусть F(x)—монотонный квазипотенциальный опера
тор в вещественном гильбертовом пространстве Н и f(x) —его потенциал.

Тогда, если х0 <= S = {х е Е-. ||ж|| = г > 0} есть точка локального ус
ловного максимума /(ж) относительно сферы S, то

F(xo') = цж0,

где ц — некоторое вещественное число.
Пусть в вещественном гильбертовом пространстве Н задан гипербо

лоид С)
Гс = {ж е Я: ((ж)) = с >■ 0},

ф(ж) = ((ж))3= rrf-ITMl2,

где Pi и Р- — проекторы из Н на подпространства Hi и Я2 соответственно 
(Н = Hi® НТ) ■ Тогда, какова бы ни была размерность Hi и И,.

grad ф (ж) =2 (PiX — Р-х).

Теорема 2. Пусть (—1)F(ж) — монотонный квазипотенциальный 
оператор в вещественном гильбертовом пространстве Н и /(ж) — его потен
циал.

Тогда, если ж0 е Гс есть точка локального условного минимума /(ж) от
носительно гиперболоида Гс, то

Я(ж0) — ц grad ф(ж),

где ц — некоторое вещественное число.
5. Теоремы 1 и 2 приводят к различным предложениям о собственных 

векторах оператора типа Гиммерштейна BF, где В — линейный оператор и 
F — квазипотенциальный оператор. Приведем одно такое предложение об 
операторе Гиммерштейна в отделимых локально выпуклых пространствах.

Пусть Е — вещественное рефлексивное локально выпуклое пространст
во, содержащееся в некотором вещественном гильбертовом пространст
ве Н. Мы будем предполагать, что выполнено условие (а) работы (2), т. е. 
Е CZ Н, Н содержится в сильно сопряженном пространстве Е' и плотно в 
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нем, топологии пространств Е и Н, а также Н и Е' соответственно согласо
ваны, билинейный функционал <у, ж), где х е Е, у^.Е', совпадает при 
у е // со скалярным произведением (ж, у) в Н. Примеры таких пространств 
указаны в (2).

Теорема 3. Пусть выполнены условия: 1) пространство Е удовлетво
ряет условию (а); 2) монотонный квазипотенциалъный оператор F обра
щается в нуле в нуль: 3) линейный оператор В: Е'-+Е вполне непреры
вен, а его сужение на Н — самосопряженный положительный оператор.

Тогда оператор BF имеет континуум собственных векторов, причем на 
каждой сфере ||х|| = г пространства Н найдется вектор х0 такой, что 
Ах0 — собственный вектор оператора BF, где А: Н-+Е — линейный вполне 
непрерывный оператор и В = АА'.

Замечание 1. Мы не касаемся здесь вопроса о собственных векторах 
произведения BF, когда В — линейный индефинитный оператор, a F — 
квазипотенциалъный оператор. В случае потенциальности F этот вопрос 
изложен в (*). Отметим в связи с этим, что из доказательства теорем 13.7, 
13.8, 16.4 и 16.5 работы (*) видно, что условия этих теорем могут быть ос
лаблены. Достаточно лишь потребовать монотонности F и его коэрцитив
ности в форме (13.8) из (*). Аналогичное замечание по поводу доказатель
ства теоремы 9.4 из (*) представляла теорема 7 из (3).

6. Вариационный метод исследования нелинейных уравнений, развитый 
в (’), удалось распространить на уравнения с квазипотенциальными опе
раторами. Приведем одно предложение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия: 1) пространство Е удовлетво
ряет условию (а); 2) потенциал f(x) монотонного квазипотенциалъного 
оператора F обращается в нуле в нуль-, 3) линейный оператор В: Е'-+Е 
вполне непрерывен, а его сужение на Н — самосопряженный положитель
ный оператор-, 4) функционал

р (и) = (и, и)—2f(Au), и^Н,

где оператор А имеет тот же смысл, что и в теореме 3, принимает положи
тельные значения на некоторой сфере ||н|| = г > 0 пространства Н.

Тогда уравнение x = BF(x) имеет решение, принадлежащее Е.
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