
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 207, № 1

УДК 517.942.7:519.2 МАТЕМАТИКА

В. И. ЗАЛЯПИН, член-корреспондент АН СССР Л. А. ЛЮСТЕРНИК

О СИСТЕМЕ ФУНКЦИЙ ПУАССОНОВСКОГО БЛУЖДАНИЯ

В работах (’,2) была предложена некоторая вероятностная схема, по­
зволяющая естественным образом изучать и интерпретировать различные 
свойства одного класса специальных функций, а также строить их обобще­
ния, в том числе и на случай многих переменных. Оказалось, что некото­
рое расширение вышеуказанной схемы позволяет применить аналогичные 
методы при исследовании классических многочленов, а также при построе­
нии различного рода их обобщений.

1. Мы будем в дальнейшем пользоваться следующими обозначениями: 
Д = (a?), 1 = 1, ..., п + к; / = 1, . .., к,— целочисленная матрица, ai — 
вектор, составленный из элементов z-ro столбца; а3 — вектор, составлен­
ный из элементов /-й строки матрицы А. Если х и у — векторы одинако­

п
вой размерности п с координатами (ж,) и (г/,), то ху=Д^,а>; Г(х) =

11 п

= П Г(я:,), r(zi) — гамма-функция Эйлера, 5(х)= 2 xv ехР (х)=ехр S (х),
г=1

S (Д)^= (S (а;)) — вектор, координатами которого являются суммы элемен­
тов соответствующих столбцов матрицы А. Если Z7 = (7Л,..., Z>„), D, = 
—д / dXi, a k = (ki, к2,..., /с„) — вектор, все координаты которого целые 
неотрицательные числа, то будем писать

2. Рассмотрим Еп — «-мерное эвклидово пространство. Зададим в Еп 
систему векторов et,..., еп+(! таких, что первые п из них образуют базис, 
а оставшиеся разлагаются по базису так, что

0.

Заметим, что матрица А в соотношении (1) всегда может быть приведена 
к виду

в силу линейной независимости векторов {eJ’L . 
Произвольный вектор хе£„ разложим по системе

П-~ k

х = 2 xs ■
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Числа (ж,) назовем обобщенными барицентрическими координатами 
(о.б.к.) вектора х. В силу (1) векторы х и х + тЛ совпадают, m= (wii,... 
..., mh). Множество векторов из Еп с их о.б.к. обозначим через Enk. Век­
тор к е ЕР назовем целочисленным, если у него существуют целые о.б.к. 
Множество целочисленных векторов образуют в Enh сеть, которую в даль­
нейшем будем обозначать (Qn° = й„).

3. В Епк рассмотрим случайное блуждание, выходящее из начала ко­
ординат с однородной переходной функцией /’(х, у) =Р(0, у — х). Поло­
жим

Р (0, х) = /А’ Х
[О, х=/=еь i-_ 1, 2,..., п-р к.

Вероятность того, что случайное блуждание за I шагов попадает в точку 
к g= будет

(pk+mA, S (к + тА) = I,pt = (к тЛ)! F к 7
I О, S (к + тЛ) =£= I;

Здесь р = (pi, , рп+к), т е= Qft.
Будем считать, что скачки случайного блуждания регулируются пуас­

соновским потоком, параметр которого без ограничения общности можно 
считать равным единице. Вероятность Pt(k) попасть за время t в точку 
ke Q,iB этом случае будет

= 1/<&---<=> <Т).

Вероятности А (к) удовлетворяют дифференциально-разностному урав­
нению

ЭР, (к) г-^- = - [Л(к) - 2 Л(к-е;)и] •
7=1

Пусть ФЛи1 = 2 икРг(к) — производящая функция для Рг(к). Тог-
к=_Д

да. учитывая указанное уравнение, получим

Ф. (и) = exp I — * (1 — put), рп = 2 Piut-
7=1

Отсюда формула производящей функции для Gk(ip)
exp (ipu) = 2ик6к(Л)-

k

Описанная схема удовлетворяет уравнению Колмогорова — Чепмена, 
откуда теорема сложения для функций Gk(.ip) имеет вид

Gk (tp -I- тр) = 2 6к-1 (^р) Gi (ТР)-

Учитывая соотношение Л(k) =е fGk(ip) и формулу производящей 
функции, получим

n^-k
k-Gjc^p) = 2 О-;.

i=l
n+k

2 kGk (ip) = e1 2 tPi^i-

Следует отметить, что указанная вероятностная схема может быть ин­
терпретирована как некоторая задача теории массового обслуживания (2).
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4. В (п + к) -мерном векторном пространстве зададим псевдометрику 
следующим соотношением: назовем длиной вектора z = (z1;..., z n+k) Тй- 
кое число р (вообще говоря комплексное), что

zS(A) = pS(A). (2)

Пространство с таким образом определенной псевдометрикой назовем 
сверхгиперболическим пространством Нп\ В Hnk рассмотрим множество 
векторов, определяемое соотношениями

S₽n,ft: za> = pS(a’\ / = (3)

Определим в ©п, Л аналог полярной системы координат: если z е ©п₽й, 
то положим

(4)

z = р • еф = (ре’1...., pefn+k),
где р определяется в (2) — длина вектора z, а ф = (<pi,..., (p„+ft) — вектор- 
аргумент вектора z:

Ф, = 1п(^/р), / = 1, 2,. .., п+ к.
Из (3) следует, что вектор-аргумент удовлетворяет уравнению

ф • Лт = 0;
Ат — транспонированная матрица А (см. п. 1).

Введем в ©n₽ к покомпонентное умножение векторов: Zi • z2 = (z? • 
• z?,.. ., z^+k ■ Zn+k). Если Zi = геф, z2 = p • e*, to zi • z2 = r ■ p • еф+'1’ — 
длины перемножаются, а вектор-аргументы складываются. Заметим, что 
умножение вектора из ©„, к на вектор z = е* не выводит нас из ©£, к. Бу­
дем называть умножение на е* поворотом вектора z е h на вектор- 
аргумент ф.

Для z е S' h определим

Szk-?mA

(к __ ™ ‘ (5)

Gx(z) аналитична всюду, за исключением, быть может, начала координат
Положив z = р • еф и учитывая (4), получим

Gk (р ■ е^) =
S(k+mA)

(k 4- mA)! e^-Gkp>)-■2
m

Используя изложенные рассуждения, так же как в (*) и (2), можно 
получить для функций Gk(z), Gk(p) все соотношения, справедливые при 
z = ip (см. п. 3), а также многие другие.

5. Используя разложение производящей функции exp(zu) в ряд Лора­
на по и или в ряд Фурье по системе {e,klf}ke<A получим интегральное 
представление функций Gk(z):

Gk(z) = \,-^\uQ-exp(z-u)dS, Q = — к — 2 ei>
(^9 J

91 — и-мериый тор с естественной мерой dS на нем;

W„k — область Дирихле сети | Wnk] — ее объем, с, = —1.
6. Заметим, что из определения (5) легко следует

dGk (z)/dzi = Gk_e., i = 1, 2, ..., n Ц- k;
откуда, учитывая (1), получим, что Gk удовлетворяют уравнению 

DSdA)Gk (z) = D~s^Gk (z); 
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здесь _Si (А) — вектор, составленный из неотрицательных компонент век­
тора S(А), 52(Л) — вектор, составленный из модулей отрицательных ком­
понент вектора S (А). Пользуясь параметризацией z = р ■ еф, можно полу­
чить обыкновенное дифференциальное уравнение для функций Gk(p).

7. Пример 1. Многочлены Э р м ит а. Рассмотрим^1, Л=(1,—2), 
х = (zt, z2) = (х{ + т, х2 — 2т);

Gk (z) = 3 (/С] 4. _ 2т) ’ 1. 2ж) = — Нп (х).
т

Используя выведенные в пн. 1—6 свойства функций Gk(z), получим 
dHn(x) / dx — 2Hn-i(x) • п — дифференцирование,

00 к
SuK-гу- Hk(z) — производящая.

К1о
Теоремы сложения:

п
(КТ Нп (Z1 + z2) = 2 CknHn_k (Z1 /2) • Hk (z, /2),

k=o

Hn & + z2) = 2 C^Hn^k (zx) - 2 Cknz*Hn_k (z2). 
k=0 k=0

Уравнение (с учетом рекуррентных соотношений)
Hn (x) -2x^Hn (х) + 2пНп (х) = 0.

8. Пример 2. Многочлены Лагерр а. Рассмотрим Е2, А = (1,
— 1, 1), х = (хи х2, х3) = (х{ + т, х2 — т, х3 + т). В силу (1)

7га 
рТЦ+Пг+т

^кАкз (Р) = (лкз-кз, кг+к3 (Р) = Gn,n2 (Р) = 2 т1 (п _ ту (ге т)! •

Рассмотрим множество р < 0; тогда

Gni,l2 (р) =

Производящая функция:

Рекуррентное соотношение:

К'(-р).

2 (~ 1)’,1+"2
711, П2

Д.7Ч+П2

pli + п2) ь^(х).

Р'1 - 'лО

т
и-(х) = Т”)-! (X) 4- LZ1 (X), (х) = 2 CkmLZkm+k (о:).

k=o
Дифференцирование:

^.n^+ns—li—lzyli+lz
Теоремы сложения:
(х + У)П*+П* n V Т1и.л.
(rai-rM! (га1 + ,г2_ Ц — 12)\ (h 4-г2)! Ln^lAx)

Г1+ПТ,5 (ax) = 2 (^ - l)il+i2 (x) L\\ (y), ?/=(%- 1) x;

L^(2x) = lZx).
l\lz
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