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Настоящая статья посвящена нахождению условия полноты системы 
функций (z) ]} при различных предположениях относительно
функций F(z), <p(z) и распределения точек последовательности {«Д раз­
личных между собой комплексных чисел.

Заметим, что рассматриваемая система {ТДсщр(z) ]} является непо­
средственным обобщением системы функций {F(a;iz)}, cp(z) = z, которая 
впервые рассматривалась А. О. Гельфондом (‘), затем А. И. Маркуше- 
вичем (2), И. И. Ибрагимовым (3) и другими авторами. В этих исследова­
ниях предполагалось, что у порождающей аналитической или целой ана­
литической функции F(z) все коэффициенты Тейлора отличны от нуля. 
Естественно возникает вопрос: что можно сказать о полноте системы 
{F(aftz)} или более общей системы аналитических функций {У[щср(г) ]}, 
если некоторая подпоследовательность коэффициентов Тейлора порож­
дающей функции F(z) обращается в нуль, т. е. F^C (0) = 0, к = 0, 1, 2, . . . ? 
Этот вопрос полностью исследован в настоящей работе.

Прежде всего обозначим через А (О) пространство функций, аналити­
ческих в области D. Напомним, что система {/„(г)}, п = 0, 1, ..., регу­
лярных в конечной односвязной области D функций /„(z) полна в этой 
области тогда и только тогда, когда для любой регулярной в дополнении 
CD к области D и равной нулю на бесконечности функции у = у (£) ус­
ловия

$ in (Д Y (z) dz = 0
г

влекут за собой тождество ?(z)^0, контур Г = Г7 таков, что функции 
/n(z) регулярны внутри Г и па нем, а функция ? = ?(£) регулярна вне 
Г и на нем.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть F(z) eA(|z| < R)—ограниченная функция та­

кая, что некоторые подпоследовательности ее тейлоровских коэффициен­
тов равны нулю'. jPvC(0)=0, к = 0, 1, 2,. . . . Далее, пусть <p(z) е 
Sz4(|z|<2?), | ср (г) | R, < R при |z | < R и {щ}—последовательность 
комплексных чисел такая, что |щ| < 1, к = 0, 1, 2, ... , и ряд

СО
2(1— | aft |) расходится.

Тогда, для того чтобы система {F[aft<p(z)]} была полной в простран­
стве А (| z | < Я), необходимо и достаточно, чтобы система {[<p(z)]}\ где 
{/.,,} = {/с} \ {v*}, была полной в пространстве А (| z | < R).

Доказательство. Необходимость. Допустим, что функции 
системы {F[a;i<p(z) ]} удовлетворяют условиям

2^- 5 F [cW<2)] y(z)dz = 0, к =0,1,2........ (1)
|Ц=й2 
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где | «л[ < 1, Rt < Rz < R, а функция y(z) регулярна вне контура |z| = 
= Rt и в бесконечности обращается в нуль.

Рассмотрим вспомогательную функцию

Ф®='2^Г F[^(z)] Y(z)dz. (2)
|z|=R2

Заметим, что Ф(^) е Л(|В| С 1), так как |g<p(z) | < |g| • |ф(г) | Rt < 
< R2. Соотношения (1) показывают, что Ф(щ) =0, * = 0,1,2,... , т. е. 
числа щ, к — 0, 1, 2, ..., являются нулями функции Ф(£). В силу из­
вестной теоремы единственности ограниченных аналитических в конеч- оо
ном круге функций Ф(£) =0, если ряд lad) расходится. Разло-

жим функцию ^[^ф(z) ] в ряд Тейлора:

Л£ф(Д]=2 [<₽(*)]*•
k=0

Подставляя значение F[^p(z) ] в соотношение (2), получим 

ф(ё) == 3
k=o

F&> (0)
н

I z)=R2

(3)

при условии, чтоЗ (1 ~ | «и |) = °°. Заметим, что некоторые члены ряда

(3), с номерами vA, к = 0, 1, 2,..., равны нулю в силу условия теоремы
=0, к = 0, 1, 2,... , а остальные члены равны нулю в силу тео­

ремы единственности степенного ряда:
Y(z) [ф (z)]x*dz = 0, (4)

1--|=я2

где {/.=} = {*}\ {v J. В силу критерия полноты системы аналитических 
функций, если система {[ф (с) ] '<■.} полна в Л(|г| </?), то из (4) следу­
ет. что ',■(;) =0. Таким образом, в силу условия (1), из полноты систе­
мы аналитических функций {[ф(с)]'‘-} и А (| z | < R), следует полнота 
системы функций {F(а,д (z) ]}.

Необходимость можно доказать также и методом, приведенным в (3). 
Достаточность. Пусть для системы аналитических функций 

{[ф(а)] а} выполняется условие (4); из него и из условий теоремы сле­
дует тождество (3 >. Благодаря тождеству (3) можно утверждать, что 
точки последовательности {аА} являются нулями функции Ф(^), т. е.

Ф(сц)=0, * = 0,1,2,...

Отсюда вытекает, что если система аналитических функций {Б[сцф (z) ]} 
полна в пространстве A(lz| <7?), то имеем: y(z) =0. Наконец, при 
y(z)^0 и при наличии равенства (4) система аналитических функций 
{[ф (z) ]\} полна в пространстве А (| z | < R).

Из теоремы 1, в частности, в случае, когда ф(г) = z вытекает следую­
щее утверждение.

Следствие 1. Пусть F (z) е А (|z | < R) —ограниченная функция 
такая, что некоторые тейлоровские коэффициенты ее равны нулю: 
F^F (0) =0, к = 0, 1, 2, ... , и {«Д — последовательность комплексных 
чисел, расположенных в единичном круге |аД А 1, к = 0, 1, 2,. . . , такая, 

ОО
что ряд^ (1 — |си|) расходится.

fc—о
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Тогда, для того чтобы система {F (а^з)} была полной в пространстве 
4(|z| <77), необходимо и достаточно, чтобы система {z\}, где {Л*} = 
= {/c}\{vft}, к = О, 1, 2,..., была полной в пространстве 4(|z|<7?).

В случае, когда все тейлоровские коэффициенты функции F(z) отлич­
ны от нуля, мы приходим к соответствующему результату И. И. Ибраги­
мова (3).

Пусть F(z) и <p(z) принадлежат пространству А (|z ] < °°) и система 
аналитических функций {F[aft(p(z) ]} удовлетворяет условиям 

ф(а*)=^Г $ F[akq(z)]y(z)dz==O, (5)
|Z|=P

т. е. целая функция Ф(£) обращается в нуль в точках последовательно­
сти {nJ.

Известно, что целая функция Ф(£), имеющая нули в точках последо­
вательности {сц}, тождественно равна нулю, если имеет место неравен­
ство

где Мф (г) max | Ф (£) |,
Щ=Г

lim
Г—>оо

А (г)
In Мф (г) >1, (6)

г
N (г) = ® dt — функция Неванлинны по-

о
следовательности {aj,n(r)—число точек {сц},находящихся внутри кру­
га |£| < г.Полагая 7Игф(р)=тах |cp(z)| и имея в виду, что =5

|z| = p

AMF[rMv (р) ], заметим, что неравенство (6) остается в силе, если
справедливо неравенство

Um____— _____> 1г“^1пМг[гЛ/ф(р)] (?)

Следовательно, при условии (7) имеем Ф(е) = 0.
А теперь разложим функцию F[|q>(z) ] в ряд Тейлора и подставим его 

в выражение Ф (£); тогда получим

ф © = S У (*) [ф 0 (8)
Ь—п * ' , Л '

при условии (7). 
В силу условия теоремы,

J [T(z)]XftY(z)^z= 0
Ц|=₽

(9)

также при условии (8), где {XJ = {к} \ {vj, к = 0, 1, 2,...
В силу критерия полноты, из соотношений (9) следует, что если си­

стема аналитических функций {[ф(г) ]А} полна в пространстве А(|г| < 
<R), то у (г) =0, и потому, как показывают равенства (5), полна также 
система функций {F[afl(p(z) ]} в пространстве А (|z | <Я). Как это дела­
лось в доказательстве теоремы 1, мы убеждаемся в том, что из полноты 
системы функций {F[a«q?(z)]} в пространстве А (| z | < 7?) следует полно­
та системы функций {[<p(z)]A} в пространстве А (| z | < R) при условии 
(7), т. е. доказано следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть 7?(z)eA(|z|<oc), cp(z)eA(|z|<°°) и некото­
рая подпоследовательность тейлоровских коэффициентов функции F (z) 
равна нулю, т. е. F^T1 (0) = 0, к = 0, 1, 2,..., и 
лексных чисел {сц} такова, что

ж— А (г) 
J™ In Аф [тМ* (Р)]

последовательность комп-

Тогда, для того чтобы система {A[ai.cp(z) ]} была полной в А (Jz j < 
< 7? V R), необходимо и достаточно, чтобы система {[ф(г) ], где 
{М = {к} \ {vj, была полной в пространстве А (|z | < R V R).

>1-
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13 случае, когда <jp(z) е А (\z | < R) и |cp(z) | при |z| <Z?t, тео­
рема 2 остается в силе с той только разницей, что в ее формулировке 
MF[rM,;, (р) ] заменится на MF(Rir).

Из теоремы 2 вытекает следующее утверждение.
Следствие 1. Пусть F(z) е А (| z | < °°) —целая аналитическая 

функция с равными нулю подпоследовательностями коэффициентов Тей­
лора F:''F (0) =0, k = 0, 1, 2, ... , и последовательность комплексных ч:.- 
сел {о/} такова, что

Тогда, для того чтобы система {F^a^z)} была полной в Л(|щ <? 
V/?), необходимо и достаточно, чтобы система {гА}, где {z.J = {&}\{v. 
была полной в пространстве А (| z | < R V 7?).

Отсюда следует также соответствующая теорема И. И. Ибрагимо­
ва (").

Институт кибернетики Поступило
Академии наук АзербССР 7 II 1972

Баку
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