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1°. Пусть ец°Ц), Ei/+c(i), еД(£), ечь+с(t) — деформации четырех оди­
наковых образцов (детерминированных систем) реономной среды (р.с.) от 
квазистатических напряжений соответственно сцг“(£), Owa(t) + <ц/(Т.

вы’(t) + сгыс(i). Условимся считать количественной характеристи­
кой деформационной дестабильности (д.д.) тензор ||e,/(f) ||, где i, j, к,1 = 
= 1, 2, 3,

Eij (t) = 8-j (0 — Sy (0; (1)

здесь e,/(i) = еца+с(1) — Zna(t), Ei/'Ц) = e./'+c(Z) — e«b(i) — приращения де­
формаций от догрузки (i) при неодинаковых первичных воздействиях.

Определение. Р.с. называется деформационно деста­
бильной при данной программе испытаний на множестве моментов 
времени Т, если для всех t е Т будет ||еч*(t) || =/= 0.

Будем различать качественно и количественно два независимых вида 
д.д., выявляемые из результатов испытаний на ползучесть.

1) Мгновенное упрочнение (м.у.). Положим
Фл (0 = 0, crt (0 = о*;1_ (t - К), ^ki (0 = о*г1_ (t — Д),

где о\Д Ckie — постоянные напряжения, реализованные за пренебрежимо 
малый промежуток времени; 1_(£ — С) — асимметричная единичная функ­
ция [ 1-(£ — С) =1 при t ti, 1_ (t — tt) =0 при t <ti]. Тогда из выраже­
ния (1) получим характеристику м.у. |s./(t, i)||,

sy (П, t) = (Д, t) - 4 (C, t) - 4 (T, t), (2 ’

определяющую аддитивность (8<Д(Т, t) =0 — признак линейности) и неад­
дитивность (е,/(Т, t) =Р 0 — признак нелинейности) деформаций ползу­
чести.

2) Деформационное старение (д.с.). Положим

= a«l_(i — Д), ом(') =<7*г1_(7 —?о), oil (0 = сгн1_ (f — Н), to<A-

Тогда из выражения (1) получим характеристику д.с. ЦеД (i0, С, t)

Ssij (to, tx, f) = 8дГе (to, Ц, 0 — Sy (to, 0 — 8у* (f15 if) J- Sy (H,0, (3 I

представляющую разность приращений деформаций от воздействия рав­
ных ступенчатых догрузок, вызванную различием во времени предвари­
тельной выдержки образцов под одинаковой первичной ступенчатой на­
грузкой. С помощью введенных величин запишем характеристику упроч­
нения при ступенчатой нагрузке ||е;Д (tQ, ti, t) ||, зависящую от эффек­
тов м.у. и д.с.,

Sy (to- ti, i) = (to, ti, 0 — Sy (ta, 0 — Sy CT, t). ( ■



Теорема. Если при заданных ||oftid||, ||аме|1А для множества То мо­
ментов времени ta будет ||ews (t0, Е, t) || =0, то для всех t0 е То

II(to, h, Oil HI ^(ti, Oil- (5)

Доказательство.
(3):

(to, h, 0 - 4 (to, t)

Преобразуем при e,js (t0, tb t) = 0 выражение

— 4 (ti, 0 = 44 (h, t) — (h, t) — (h, ty,

тогда, учитывая (2), (4), получим равенство (5). Таким образом, при от­
сутствии д.с. характеристика м.у. не зависит от времени предварительной 
выдержки образца под первичной нагрузкой.

Справедлива и обратная теорема.
2°. Рассматривая одномерный процесс (0мЛ — ой,...), исследуем воз­

можности описания д.с. с помощью получивших распространение (в ос­
новном для неметаллических материалов) моделей ('-'')

<6>
-о I

S (0 = 4’ [ jj К (t — т) do (t)j , (7)
— со

ОС t t t П

s(i) = 2 5 J • ■ • $ к (С И, • • •• Tn) П da (T4 (8)
П —1 —co —Co —OO fe=l

1) Описание м.у. Реакция среды, описываемая моделями (6) — 
(8), зависит только от величины окончательного мгновенного напряже­
ния о: + о;, т. е. не отражает истории загружения. Это оправдано при до­
грузке (о;®=0, ос^0), но не при разгрузке (ocS=0, щ^О), когда пер­
вичное нагружение od может привести к необратимым изменениям 
свойств р.с.

2) Описание д.с. Непосредственной проверкой можно убедиться, 
что уравнение (6), являющееся моделью технологически стареющей сре­
ды, не описывает д.с. [es(t0, ti, t) =0]. Запишем характеристику д.с. для 
уравнения (7), при ф[я] = xm, i|?[— х] = — хт, х > 0:

8s (t0, Д, t) = [/v (t - tx) ad] [Ф (<re/ad) — <p (0)],

При t0 < ti и ti<t<°° будет 4 1, поэтому <р(р) с
возрастанием у — 1 монотонно убывает при 0 < т < 1 и монотонно 
возрастает при т> 1. Следовательно, при щ ® 0, с, г= 0 имеет место 
упрочнение [es(t0, Е, t) 0] при 0 < т < 1 и разупрочнение при т>1 
(последнее наблюдалось (5) в экспериментах). Для случая щ 0, ас§0 
и | щ| 3s | оф| будет es (to, ti, t) «г 0 при 0<пг<1, es(t0, it, t) 0 при 
m > 1. Для модели (8) показатель д.с. запишем в виде

5 ДАН, т. 207, Mi 1

со П—1
= 2 Kn(t,tit, ...,tin)-('^„(t.t!,..., tx)l,

n=l 3=1 Lii-I--------

(9) 
где K„ (•) — ядро ползучести п-го порядка — непрерывная функция своих 
аргументов; it, ..., in— натуральные числа, причем 0 =С д, . .,, jn 1.

Если для инвариантных во времени сред функции Кп(-) имеют при 
t -> °° конечный предел, то для любых t0, it < те.

lim Кп (t — tiv . . ., t — tin) = lim Kn (t — tx, . . ., t — H). (10)
t—*OO t—*OO
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Уравнение (7), так же как и (6), может иметь es (ta, tt, t) =^= 0 при t < 
для разностных ядер es(t0, tt, <») =0 (9, 10). Поэтому при описании 
технологически не стареющей среды уравнениями (7, 8) д.с. может 
иметь только локальный во времени характер, хотя более достоверным 
явилось бы отражение влияния д.с. на деформацию е(°°). Предложены 
способы модификации наследственных моделей для согласования с экс­
периментальными данными при обратной ползучести. Так, при использо­
вании уравнения (7) предлагается для разгрузки (de<0) принять за 
график ф прямую (6) или кривую (7) мгновенной разгрузки. При этом 
закон разгрузки носит инвариантный во времени характер п зависит толь­
ко от величины максимальной деформации, достигнутой в процессе на­
гружения; реологические характеристики (функции влияния) при на­
грузке и разгрузке одинаковы. Предпринята попытка (8) модифициро­
вать и уравнение (6).

6 с

3°. Пусть р — некоторый параметр процесса; при dp > 0 процесс ак­
тивный, при dp < 0 — пассивный. Прп dp = do(t) будем иметь признак 
активности по напряжениям Пп, прп dp = de(t) — по общим деформа­
циям (мгновенным и запаздывающим) ПЕ. Будем считать на плоскости 
Gt при t > t' напряжение a*(tz, t) границей активности процесса, если 
опо при t > t' обеспечивает нейтральность (р — 0) процесса; очевидно, 
что а*(У, t) зависит от истории нагружения при t<t'. Аналогично на 
плоскости et введем e*(tz, t). Будем считать: Gia*(t', t) — граница актив­
ности процесса при Пв, Git*(t', t) — то же при ПЕ. Положим, что в момент 
времени t = tt к образцу приложено напряжение o0l-(t—ti) > 0, тогда 
при t' =tt Oda* (ti, t) = Go и G<i?(ti, t) = CT(0)(ti, t), Где G(o) (ti, t) — функция 
релаксации, причем о(0> (ti, Б) = о0. Если моменту t' > h предшествовала 
релаксация сг(0> (ii, t'), то разность границ активности признаков (По— Пе) 
на плоскости Gt и аналогично на плоскости et при предшествующей ползу­
чести e(o)(t!, t') составит

Ло*(У, t) =G(0)(ti, f) — G(0)(tI, t) >0,

Ae*(t', t) =e(o)(ti, i) — e40) (i1? t') >0. (11)
Следовательно, если в окрестности t' — О кривая нагружения будет 

выходить из сектора (11), то при t = t' — 0 признаки Г1С и Пг будут совпа­
дать; по мере удаления момента начала разгрузки t' от момента первич­
ного возмущения tt угол раствора сектора (11) будет уменьшаться, если 
будет существовать конечный предел для о(0,(Л, t) и s(0) (t4, t) при t 
При ступенчатой разгрузке признаки П, п П, будут совпадать 
всегда в точках приложения напряжения разгрузки tt (за счет 
мгновенных деформаций), а при достаточно больших разгружающих на­
пряжений и при t > it. Следовательно, существует обширный класс про­
цессов разгрузки, для которых признаки По и ПЕ будут совпадать или 
различаться незначительно. Физически прп непрерывной разгрузке гра­
ница между Па и Пе будет зависеть от соотношения мгновенных (еф и 
запаздывающих (ер) деформаций. Так, в период do < 0 и de > 0 будет 
dey < 0, deP > 0 (в кристаллических телах произойдет снижение скорости 
движения дислокаций), но deP> —dey. При de < 0 в окрестности грани­
цы активности будет также de„ < 0, dep > 0, но dsP < — de„.

Положим, что начально изотропная, нестареющая среда при испыта­
ниях на чистый сдвиг в некотором интервале изменения напряжений и 
промежутке времени h обладает следующими свойствами:
а) ei2s(t0, tb t) =0 при dp 0 (отсутствует д.с.); б) е12Л(^, t) = 0 при 
dp > 0 (отсутствует м.у., для определенности положим oiZd, о12; > 0:
б) ei2A(ti, t) = е12Л<0) (ti, t)o12e при dp < 0 (характеристика м.у. пропорцио­
нальна напряжению разгрузки, е12Л<0) (t1( t) — удельная характеристика 
м.у.. определяемая из эксперимента).

Тогда, согласно доказанной теореме, характеристика упрочнения при 
ступенчатой нагрузке будет постоянна для всех t е Ti. Указанными свой­



ствами обладает среда, описываемая линейной наследственной моделью, 
изменяющей свои параметры при смене активности процесса. Так, при 
сложном напряженном состоянии в случае простого нагружения соотноше­
ния между компонентами девиаторов напряжений (s«) и деформаций 
(e,j) установим в виде

t

$ K±(t — xjdsatx), (12)
—оо

t

Sij (7) = $ L± (t — t) dei} (r), (13)
—oo

где ядра К, L+ принимаются при dp > 0, а К-, L- при dp < 0.
Для описания ползучести полиуретана (9) при трехступенчатой раз­

грузке использовалось нелинейное уравнение (8). Относительная инте­
гральная погрешность по абсолютной величине по участкам разгрузки для 
трех типов ядер составила: 20,83% (TIP), 21,00% (SUP), 30,76% (PROD). 
Та же погрешность от аппроксимации уравнением (12) с ядром 
Эа(—Р, t — г) (10) составила 3,71% при а+= —0,735, |3+ = 0,2, Хи. =
= 0,32253psl, Е+ = 31601р81, а_ = —0,67, ₽_= 0,065, х_ = 0,210039рз1.
£_ = 31096psi.

Уравнения (12), (13) отражают деформационную анизотропию, учи­
тывают остаточные деформации и сохраняют преимущество линейных мо­
делей, состоящее в возможности использования методов интегральных 
преобразований. При этом остаточные деформации вц(°°) при ступенчатой 
нагрузке — разгрузке пропорциональны достигнутой величине si3:

(оо) = max lim [ЛД (7 — 7Х) — К- (7 — 72)].
t—*оо

В случае проявления нелинейной ползучести при нагрузке и разгруз­
ке могут быть использованы нелинейные операторы (6), (7), (8) с ядра­
ми, изменяющимися при смене активности процесса. Критериями необхо­
димости учета деформационной анизотропии р.с. могут служить локальные 
соотношения функций ползучести и релаксации (“) для линейных и не­
линейных сред.

Горьковский инженерно-строительный институт Поступило
им. В. П. Чкалова 13 III 1972
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