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Статья продолжает исследования (*~4). Рассмотрим игровую задачу 
сближения — уклонения. Пусть управляемая система описывается урав­
нением

dx / dt = f(t, х, и, v), x[t0] = x0; (1)

здесь x — и-мерный фазовый вектор, и и v — управляющие воздействия 
первого и второго игроков, стесненные ограничениями и s v е Q, где 
Р и Q — компакты. Вектор-функция f(t,x,u,v) непрерывна ио всем аргу­
ментам и удовлетворяет по х условию Липшица. Первый игрок стремится 
обеспечить встречу фазовой точки x[t] с заданным замкнутым множеством 
М до выхода ее из заданного замкнутого множества N, второй игрок пре­
пятствует этой встрече. В соответствии с (2~4) определим стратегию U — 
= U(t, х) как функцию, которая позиции {t, х} ставит в соответствие мно­
жество U(t,x) с: Р. Движения ж[1] = ж[1; i0, х0, U] определяются (4) как 
пределы ломаных Эйлера а?д|Д] = хд[С К, z0, 17], которые удовлетворяют 
контпнгенциям

dxjdt F(Z,жд[2], w[rft]),

«[тД s U(т(!, ягл[тА]) при щ Л t < т/1+1,

тА+1—Tft^.A, А-* 0, F = co{f(t, х, и, v}, v^Q.

Постановка задачи не исключает, что второму игроку известен выбор 
управляющего воздействия n[i]. Под стратегией Vu второго игрока пони­
мается функция, которая каждой тройке {t, х, и} ставит в соответствие 
замкнутое множество Vu = V(t,x, и) <= Q, причем функция V (t, х,и) по­
лунепрерывна по включению. Движения = x[t; te,x0, 7„] суть преде­
лы ломаных хд[£] = x&[t; t0,x0, Уи], удовлетворяющих контпнгенциям

dx&Jdt е FVu (t, х± [Ц, и [т4]),

где t < тА+1, тк+1 — т* А, А->0, iz[tj] еР,
Fyu {t, х, и) = со {/ (t, х, и, и)} при v 6= V (t, х, и).

Скажем, что стратегия U обеспечивает встречу к моменту й, если для 
всякого движения = x\tx, t0, х0, н] хотя бы при одном tM = • ]) е
е [t0, й] имеем z[l.u] s М и при этом x[t] е N при всех i; С Cv.
Стратегия Vu, по определению, обеспечивает уклонение до момента й, если 
всякое движение x[t; te, х0, Е„] либо не попадает на М при всех t <= [С, й], 
либо выходит из N до попадания на М. Рассмотрим задачу о встрече. Для 
каждой функции Vu = V(t, х, и) определим множества

Gi(t, х, Vu) =со{/(С х, и, к)}, где и е= Р, v ez V(t, х, и). Пусть теперь

Hitt, х) = ft G^t. х, и); (2)
Vu

здесь пересечение берется по всем полунепрерывным функциям Vu.
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Условие 1. Каждое из множеств ж) не пусто.
Справедлива
Лемма 1. Вектор h е Н\(t, х) тогда и только тогда, когда для каж­

дого п-мерного вектора I справедливо неравенство
max min l'f (t, x, и, v) > l'h’, (3)

p Q
здесь штрих означает транспонирование.

Множества H^t, х) суть выпуклые компакты, полунепрерывные по 
t, х. Введем уравнение в коитингенциях

dz / dt е Hi^t, z), z(r) = w, (4)

имеющее решения z(i) при условии 1, согласно (5). Определим множества 
Wi(t. й), to sg t й: вектор w e W^r, ft) тогда и только тогда, когда су­
ществует хотя бы одно решение уравнения (4) z(t) = z(t; т, w), для кото­
рого при каком-то /,Е [т, й] имеем z(it) е М, причем z(t) e.Y при 
всех i t*.

Л е м м а 2. Каждое из множеств Wt (t, й) не пусто и замкнуто. 
Экстремальная стратегия Vе к множествам Wt(t, б) строится по сле­

дующему правилу. Если же W,(t, й), то Ue(t, х) — Р. Если хб^б Wt(t, О), 
то выделим в Wt(t, й) множество точек ж), ближайших к точ­
ке ж. В качестве Ue(t,x~) выберем все векторы ие е Р, удовлетворяющие 
условию

min s’tjj (t, х, ие, v) = max min stf (t, x, u, v) (5)
q p Q

по крайней мере при одном значении s0 = w0 — х.
Теорема 1. Если начальный вектор х„ принадлежит Wi(t0, -fl), то 

экстремальная стратегия Vе (5) обеспечивает встречу с множеством М 
к моменту й.

Рассмотрим теперь задачу о минимаксе времени наведения движений 
x[t-. р. Хо, £7] на М:

й° = min sup sup у (ж I ■ ])}.
U vu ■ [-J

где P;" (ж[ • ]) — первый момент встречи ж[?] с М.
Введем функцию

ф (t. х. Г) == max mini'/ (t, х, и). (6)
р Q

Условия 2. Функция ф(£, ж, Z) (6) есть функция, выпуклая по I при 
каждом (фиксированном значении {t, ж}.

Пусть

Gi(t, х, и) = со {f(t, ж, и, к)}, vezQ. (7)

Л е м м а 3. Если выполняется условие 2, то пересечение любого из мно­
жеств Gi(t, х, и). U Р, с множеством Hi(t,x) (3) ие пусто.

Поставим теперь в соответствие каждому значению т, t0 т й, мно­
жество ИЛ1“(т, й) всех векторов таких, что любое движение (4) z(f) = 
= z(t; т, w) удовлетворяет оценке

р (z (i), М) фс а > 0 при т оф t чЗ ta, ta й,

где 1а — момент выхода z(t) из №, где Na — а-окрестность N. Здесь символ 
р (z, Д') означает эвклидово расстояние от точки z до множества N. Предпо­
ложим, что WP(t, й) не пусты. Построим к множествам Wta(l. й) экстре­
мальную стратегию Vua'. если x^WP(t, й), то Va(t,x,u) = Q. В ином 
случае выделим семейство точек ил из Wp(t, й), ближайших к ж. Опреде­
лим 1/а(ф ж, и) как совокупность всех векторов ии, удовлетворяющих, хотя
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(8)
бы при одном значении s0 — х — w0, равенству

So/(t, х, и, vu) = mins0/(t, х, и, v).
Q

Используя лемму 3, можно доказать следующее предложение.
Теорема 2. Пусть яго е W\“(t0, й); тогда каждое из множеств 

Wp(t, й). не пусто при достаточно малых а. Если "ф (£, х, I) (6) — выпук­
лая по I функция, то экстремальная стратегия для любого движения 
a:[t] = x[t; t0, х0, Vua] гарантирует оценку p(x[i],M) а при t0 t

ta, ta б, где ta — момент выхода x[t] из Na.
Вернемся к системе множеств W\(t, й). Пусть й° = ft0 (to, х0) — момент 

времени, когда впервые х0 <= ^(to, й'°). Согласно (3), такой момент б-0 (ко­
нечный или бесконечный) всегда существует. Из теоремы 1 и теоремы 2 
вытекает

Теорема 3. Если выполнено условие 2 и для данных {/, х} имеем 
й° < оо, то значение й° является минимаксом времени до встречи.

Действительно, поскольку х0 е Wt (t0, й°), то, согласно теореме 1, экс­
тремальная к Wt(t, й°) стратегия обеспечивает встречу к моменту Й’. 
С другой стороны, если й < й°, то х0 не принадлежит Wi(t0, й). Следова­
тельно, существует такое а = а(й), что для любого движения (4) z(t) = 
= z(t; t0, Хо) справедливо неравенство

p(z(t), И) > а, to

где ta — момент времени, когда впервые p(z(ta), N) а. Следовательно, 
можно построить множества JVta(t, й) и к ним стратегию (8), которая, 
согласно теореме 2, обеспечивает уклонение до момента времени й. Тео­
рема 3 доказана.

Подвергнем задачу инверсии и отбросим ограничение х (= N. Скажем, 
что стратегия Vu = V(t, х, и) обеспечивает сближение с М к моменту й, 
если для каждого движения x[t] = x[t: t0, Хо, Г„] хотя бы при одном зна­
чении 1м(х[ ■ ]) <= [to, й] имеем x[t.v] е М. Стратегия U = U(t, х) обеспе­
чивает уклонение до момента й, если всякое движение a:[t] = x[t; ta, х„, U] 
не попадает на М при te [t0, й]. Пусть

G2(t, х, и) = со {f(t, х, и, к)}, ve=Q,
It-, (t, х) = Г) G2 (t. х, и'). (9)

и

где пересечение берется по всем и е Р.
Предположим, что каждое из множеств H2(t,x) не пусто и введем 

уравнение
dy / dt^H2(t,y), y(x)—w. (10)

Скажем, что w е W2(r, й) тогда и только тогда, когда существует хотя 
бы одно решение уравнения (10). y(t) —y(t;x,w), попадающее на М 
к моменту й. Экстремальная стратегия V," строится так же, как и выше 
Vna, с той лишь разницей, что множества Wta(t, й) заменяются на W2(t, й).

Теорема 4. Если х0 W2(t0, tP), то экстремальная стратегия Vue 
обеспечивает встречу движений x[t; t0. х0, Vue] с множеством М к моменту 
времени й.

Обозначим G2(t, х, Т\) =со {/(/, х, и, и)}, где v е V (t, х, и), и^Р,
D(t,x,Vu) — G2(t, х, PJ {]H2(t,x). (11)

Условие 3. При всяком {t, х} и при любом выборе полунепрерывной 
функции Vu множество D не пусто. Определим систему множеств И/2а(т, й) 
условием: w е W2a(x, й) тогда и только тогда, когда для любого движения 
(11) y(t) = у (1.x. и- ) справедливо неравенство

р(у (t). М) а > 0, t е [т, й].
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Экстремальная стратегия Ua строится так же, как выше Vе, но с заме­
ной IFi(£, й) на W2a(t, й).

Теорема 5. Пусть множества D(t, х, Vv) (11) не пусты и х0 е 
е W(£o, й).

Тогда стратегия Ua гарантирует оценку

р(x[t], М) a, t е [(0, й], x[t] = х[Т 7„, хй, £/“].

Обозначим через йо = йо(7о, ау) момент времени, когда впервые 
ха 6= 1Г’2(10, йо). Справедлива

Теорема 6. Если выполняется условие 3, то для любого значения й, 
й < йо, существует стратегия U, обеспечивающая уклонение до момента 
времени й.

Величин}? йо = йо(Л>, Хо) из теоремы 4 и теоремы 6 назовем максими­
ном времени до встречи.

Приведем пример, для которого выполняются условие 2 и условие 3. 
Рассмотрим управляемое движение x[t] = {xt, х2. х3, вида

dxt ) dt = х3. dx2 / dt = х,,

dxt I dt = /i(t x) -f- и, cos v3 u2 sin vs,
dx, / dt - j2(t, x) — u3 sin Из + w2 cos v3, ^[i0] = x0,

где uT + ud p2; rf + vd v2; | п3| a < *Дл, причем p cos a — v > 0. 
Заметим, что если x0 не принадлежит М, то минимакс времени наведе­
ния й° на М оказывается строго большим соответствующего максиминного 
результата й0.
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