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II. И. ФЕЛЬДМАН

ОДНО НЕРАВЕНСТВО, СВЯЗАННОЕ С ЛИНЕЙНЫМИ ФОРМАМИ 
ОТ ЛОГАРИФМОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

(Представлено академиком К). В. Линником 13 III 1972)

Пусть а,,.... р — алгебраические числа поля К ~ Q(0), отличные от 
нуля, А\, . .. .А,„, А — их высоты. Ь,. ..., Ь,„ — целые рациональные, 
II = max | bh |, б > 0, а0 (| Р |, | Р-11) • Буквами у, у0, Ук... будем обозна­
чать эффективные положительные постоянные, не зависящие от А и И. 
i'Iiii! могут зависеть от А,,... ,А,„,9,ав, д, m и выбора ветвей логарифмов 
Hi а,, . . . , In а,„. In р.

В работе (’), стр. 980, доказана
Теорема 1. Пусть In су, ..., In а,„, In р — фиксированные ветви лога­

рифмов. Если выполняются условия
1) р не может быть корнем уравнения типа

2V-1

<h' ■ ■ ■ a™mzA -ф B.,z' = 0. (1)
v=0

где Tj,..., Т,„ целые неотрицательные, а В, — многочлены с целыми коэф­
фициентами от ct!,..., а„,,

2) | Ъ{ In су + . . . + b,„ In а., — In р | < (2)
то

Я < у(1 + In А). (3)

В настоящей работе показано, что условие 1) можно снять, заменив его 
необходимым условием

bi In «! + . . . + bm In a„, — In p =7^ 0. (4)

Следующая лемма уточняет лемму 7 работы (*).
Лемма. Пусть ah...,a,n целые рациональные, определитель

А = | a*’v . .. a„mVT (*i + ■ ■ ■ (km + lamfm |,

k{, . . . , k,n, оу,..., o,„ = 0,1,..., q — 1; I, x =0, 1,. .. , q0 — 1

{набор {kt, . .., km, 1} определяет столбец, а набор {oi,..., crm, x} — строку). 
Тогда

A '-= В 2 В#1. N = -1- 7o (<7o - 1) (2t?o ~ 1) qm,

м = 4- 7o (7o — 1) (7o - 2) qm,
(5) o i ~ m td _  r.Vi r.mfJrrt   —•... ^1 • • • ? & .V “ Cli . . . Clm ,

где В 0, 7?.v+i,. .. , BN_t — многочлены от a(,..., a,„ с целыми рациональ­
ными коэффициентами, pt,.. . , р.„, г1ч . . . ,rm целые неотрицательные.

Доказательство. Условия леммы совпадают с условиями леммы 7 
работы (*), а в заключении новым является лишь утверждение о форме 
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коэффициента Вм. Определитель Д является многочленом от р. Пусть 
•SmP '1 — младший член этого многочлена. Тогда

Jf={O-(go-l)+1-(д0-2)+...+(?0-2)-1+(д0-1)-0}Г =
= ‘/ер0(д0 — 1) {qa — 2)qm, 

а вычисление Вм производится точно так же, как и вычисление BN в лем­
ме 7 работы (4). Получим

Вм = ±В<£ ...а™, (6
где и,... , гт целые неотрицательные. Теперь утверждение нашей леммы 
вытекает из (6) и леммы 7 из (*).

Как видно из ('), стр. 987, доказанная лемма позволяет в условии Г 
теоремы 1 считать, что многочлен (1) имеет вид (5).

Таким образом, остается рассмотреть лишь те р е К, которые являются 
корнями многочленов типа (5) и не равны нулю. В дальнейшем рассмат­
риваются именно такие р.

Разберем главный случай: р не является алгебраической единицей, 
а в поле К содержатся алгебраические единицы, отличные от корней из 
единицы. В других случаях доказательство проще. Будем также предпола­
гать, что ои,.. ., ат целые алгебраические, так как каждое дробное си мож­
но заменить отношением двух целых чисел из К, а это может привести 
лишь к появлению в линейной форме (2) нескольких новых слагаемых.

Из формы старшего и младшего коэффициентов многочлена (5) сле­
дует, что главный идеал (р) (возможно, дробный) имеет вид

(Р) = . .. ©?, (7

где vb ..., vs целые, а ©s — простые идеалы поля К, являющиеся
делителями си,..., ат. Если h — число классов идеалов поля К, то & яв­
ляется главным идеалом поля К. Положим <5/ = (6ft), к — 1, .. . , s, тогда

P- 606?...6hr.. ЛгГ, (8;

где до принадлежит фиксированному набору D чисел из К, ^,...,^0 — 
основные единицы поля К, а показатели р, = [vi / h], . . ., ps = [v, / h], 
Zi, . . ., zr — целые рациональные числа. Тогда вместо (2) получим

| bi In од + ...+ &„ In am — In 60 — Pi In 6i — ...
... — ps In ds — Zi In — ... — zr In £r + 2zni| < e“Sfr, (9)

где z также целое рациональное. Пусть логарифмы, входящие в (9), ли­
нейно с целыми рациональными коэффициентами выражаются через ли­
нейно независимые логарифмы In щ, . . ., In т]Р, где T]i,..., т]р — числа 
из К. Тогда (9) принимает вид

| L | = | (Я1 In rii -t- .. . + хр In цр) у,,11 < е”5Н, (10)

где Xi,..., хр целые рациональные, у0 — общий знаменатель коэффициен­
тов представления логарифмов формы (9) через In щ,..., In т)Р. При этом

+ . . . + Хрг > 0 вследствие условия (4). Пусть
ha = max (IpJ,..., |ps|, |zj,..., |zr|), (11)

тогда |zj уЛ», так как мнимые части чисел In а(,...,In а,„, In б0. 
In б17.. ., In б5, In £i,..., In Zr ограничены. Таким образом,

х = max (|zi|,..., |яР|) y2h0. (12 >
Для оценки | L | снизу воспользуемся теоремой 1 работы (2). Рациональное 
число х,.у<Г1 удовлетворяет уравнению yat — хк — 0; следовательно, для ве­
личины Во из этой теоремы имеем неравенство х + у0 yjia + у .
откуда

| L | > ехр {—у3 — у4 In (у0 + у2/г0)}. (13
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Сравнив (10) и (13), получим

уз + у 4 In (у0 + у2Л0) > ЪН. (14)
Теперь осталось перейти от h0 к А. Пусть у5 не меньше абсолютных 

величин логарифмов модулей чисел ..., 6S, £i,..., £г, чисел из D и всех 
их сопряженных. Пусть В. — регулятор поля К, р — максимум модулей его 
миноров порядка г — 1. Если

. , Rha11 = шах lb, 22» -х—.---—г;----- ,J I Jb I 2r (S -t- 1) ру5 ’

то хотя бы один из простых идеалов разложения (7) входит в (Р) в степе­
ни V, для которой yeh0. Но этот идеал в степени, не меньшей |v|,
делит или старший коэффициент, или свободный член неприводимого 
уравнения для |3, следовательно, в этом случае

А > ехр (у?М •
Если же

Rh®
У 2r (s -р 1) руз ’

то вследствие выбора Y5 и (11) имеем |zt| = /?o, где t — одно из 
1,..., г. Положим

ю = рд№...бЛ

тогда, переходя в (8) к сопряженным и обозначая символами 'Со(А) 
сопряженные чисел ю = ю(1) и "Qi = у(1), I — 1,..., г, получим

Zj In I I + . . . + zr 111 I u)1’ I = In | co(1)

Из этой системы уравнений следует неравенство

Л 0 ■< ~ max | In I oAs) 11 = 1 In | ю(а> | р

(15)

(16)

чисел

и

где о — одно из чисел 1,...,г. Отсюда и из (16) получаем
| ь | pW 11 > _ I in 1 8^8^ ■ ■ ■ 6(0)1's 11 > — - (sv -b 1) Ys >

' 1 1 I " rp [ 1 1 I rp 4 ' 1

> h0 - (s + 1) Ye 2r (s“r 1)~T5 j ~ Ys«o-

Таким образом, или | р<о) | 7л exp (y8/io), пли | |3(<I) | А7 ехр (—у8й0).
Известно, что если р #= 0 является корнем многочлена высоты А, то 

справедливо неравенство (g > 0 — старший коэффициент)
(Л о -|- 1) J <7 1Р1 <7 Ao 1, Л о — Л / g.

Отсюда и из (16) получаем неравенство
Л + 1 > ехр (уЖ) . (17)

Теперь из (14), (15) и (17) легко выводится (3).
Замечание. В условиях теоремы 1 равенство max | bk | = Н можно 

заменить равенством max | bh | = На, где а любое положительное. В этом 
случае у в неравенстве (3) будет зависеть и от а.
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