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В (‘) было показано, что релятивистские стационарные адиабатические 
движения идеального газа можно свести к нерелятпвистскому движению 
некоторого «вспомогательного» газа и тем самым перенести многие резуль­
таты обычной гидродинамики на релятивистскую. В данной работе иссле­
дуются безвихревые установившиеся течения идеального газа в рамках 
специальной теории относительности. На основе теории малых возмуще­
ний получены приближенные уравнения дозвуковых, сверхзвуковых 
и трансзвуковых потоков в плоском, осесимметричном и пространственном 
с лучаях и найдены соответствующие законы подобия.

Рассмотрим релятивистские движения идеального газа в четырехмер- 
пом пространстве — времени с метрикой ds2 = gikdx'dx\ Здесь g,s — метри­
ческий тензор с сигнатурой Н------------ , латинские индексы i, к пробегают
значения от 0 до 3, а греческие индексы — от 1 до 3, причем .r° = ct, ж1 = 
= х, х2 — у, х3 = z; с — скорость света, I — время, х, у, z— пространствен­
ные координаты. Уравнения движения газа содержатся и законах сохране­
ния энергии — импульса (2_;')

dTik / дхк = 0, Tih = рсДиты — pg:«, f = l+H/c2, (1)

где Т,k — 4-тензор энергии — импульса газа, щ — (у, ус_1щ, ус-1щ, ус~’щ) — 
4-скорость, р— давление, у = (1 — g2c~2)~',!; q, vx, vy, vz — модуль и ком­
поненты обычной 3-скорости; р — плотность массы покоя, приходя­
щейся на единицу собственного объема газа; И—удельная энтальпия. 
Кроме того, уравнения (1) должны быть дополнены уравнением неразрыв­
ности 3 (риД / dxh = 0.

Будем далее рассматривать установившиеся изэнтропические течения. 
Их можно считать безвихревыми (6). А так как здесь во всем объеме газа 
выполняется интеграл Бернулли (2_5)

/ • Y = fo = const, /„ = /5=о, (2)
го условия безвихревости можно записать в виде (’)

d(fova) / дхъ — dtfoVf,) / дха = 0. (3)

.Добавляя сюда условие изэнтропичности и представляя уравнение нераз­
рывности для установившихся течений в компонентах 3-скорости

p/ph — const, (4)

д(рун“) / дхгл = 0, (5)

получим замкнутую систему уравнений (2) — (5), описывающую изучае­
мые потоки в обычном эвклидовом пространстве для 3-скорости (здесь 
и ниже к — показатель адиабаты). Но при наших предположениях ско­
рость звука а и энтальпия И имеют вид (2, Д

1 <JP = 1‘ Р ,[ р р
] df> fo ’ Z ~ /; —1 р ■ . (Ь)2
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Поэтому можно получить точные уравнения движения в компонентах ско­
рости, для потенциала пли функции тока.

Найдем эти уравнения сначала для плоского (п — 0) и осесимметрич­
ного (п = 1) течений, где (3) и (5) примут вид

д (fnvx~) / ду ~д (foVy) / дх = 0, 

<Э(руу"щ) / дх d{nyynv!S) / ду = 0.

Раскрывая (8) с помощью (2)
пня в компонентах скорости

(Q — и- кжДщОУ

к (6), получаем точное уравнение

(9)

которое должно решаться совместно с (/). При
циала скорости Ф (grad Ф — /0 ■ 7) уравнение (9) примет вид

«?/? - <1>х) Фхх - 2ХФиФхн («/й - ф’5) Ф„„ -Г -у (?М = о.

введении же из (7) потен-

(Ю)

Если же ввести из (8) функцию тока Ф и подставить в (7) 
точное уравнение движения для Ч"

= -0 ( 1 л: ■ С у) (Ч v,v ■- '7 ,Л1) - — ( 1 — Л) Г ,, ( 'Ря - г- 'х у),

то находим

(11)

где L = l-TY’!g_2(c-2 — а-2)-1. Заметим, что уравнения, подобные (It)), 
были впервые получены в (7. 8).

Совершенно аналогично получаются из (2) — (6) точные уравнения 
пространственных течений в компонентах скорости и для потенциала Ф:

(<2/о - Фх) Фхх + (<2/о - ф«) Ф™ + (<?/о - ф?) фгг - 2фхфуфяу -
- 2ФяФгФяг - 2ФуФгФуг = о,

причем первое уравнение из (12) должно рассматриваться совместно 
с (3).

Упростим теперь уравнения (9) — (12) с помощью теории малых воз­
мущений в дозвуковом, сверхзвуковом и трансзвуковом диапазонах ско­
рости. Для этого считаем, что на однородный поток со скоростью д», па­
раллельной оси х, накладывается малое возмущение, так что

vx = qx_ (1 + и), иу= q„v, vx = q„w; и, v, w 1. (13)

Введем предположение, что y»:« 1, где у«2= (1 — g„2c_2)~1.
Кроме того, из (6) и (2) можно получить формулы для а и числа 

Маха М
2 _ с2 (fc - 1) (/ - 1) 2 _ / (1 - 7~2)

/ ’ Q2 (Л —1)(/ —1) •

Для дозвуковых и сверхзвуковых течений положим u = O(v) =O(iv) 
и проведем опять исследование вначале для плоского (п =0), и осесим 
метричного (п = 1) случаев. Подставляя (13) в (9) и (7) , используя (14;

(14)
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и ограничиваясь ведущими членами, получим при М 1 приближенные 
уравнения движения

. „ ди
I - Ml) ri — -

<7.ю

dv v

ду У

ди, dv м ( 1 Л

ду дх ос к

которые можно свести к одному уравнению для потенциала <р (и. = rpY, 
;-=р.,) пли фупгщии тока ф скорости возмущения (v = —y~"ty*. ч —

fl - Ml) Т1Фм + Фо + (Р]/ = 0, (16)

(1-м1)т1фжж + фто--^-% = 0. Я?)

Для трансзвуковых течений, используя оценки (°) v — O(w) = О (if ), 
у = O(z) == О (и~'12), х = 0(1), находим из (9) и (7) приближенные урав­
нения в форме

N ди
ду

ди
~дх N = (1 — М' ) -ду

~&У
ди 
дх дх ’

R = (к - 2 у- 3Т1а). (18)

При введении же потенциала <р или функции тока ф скорости возмущенна 
(н =фх2 =—2Л’"1у_пфй, v = ф, = —у~”^х) они сводятся к одному урав­
нению для гр или гр:

Л’<ржх -1 %у -у фу = (19)

ж1/-----4'1*’" =: °’ (20)'
г у У

где в (20) считается = 1 и перед корнем знаки -+- относятся к М 1 
соответственно.

Заметим, что в плоском случае (п = 0) упрощение уравнений движе­
ния для потенциала скорости проводилось также в (10, п). При этом урав­
нение (16) для и = 0 точно совпадает с соответствующим уравнением 
в (“), но отличается от (10). В трансзвуковом же случае уравненье (19) 
при п = 0 отличается п от (10), и от (**). Различие объясняется тем, что 
в (10, ") в указанных приближенных уравнениях не учтены некоторые 
слагаемые, имеющие тот же порядок, что и оставленные члены.

Далее, поскольку граничное условие на теле здесь остается таким же, 
как и в обычной гидродинамике, а коэффициент давления сР = (р —р«) X 
X (‘/-(жцХ)^1 при п = 0; 1 будет

Ср = — 2/.4jl (и 4- 1/37?Ы2),

то с помощью полученных уравнений для рассматриваемых релятивист­
ских потоков несложно обобщить законы подобия. Так при М X 1 и п = 
= 0; 1 получаем закон, обобщающий правило Гётерта (12):

сР = /то 11 - Ml |-^(т | N П),

где у = xbF{x / Ъ) — уравнение контура тела, т — относительная толщина,. 
Ъ — хорда. Для плоских же околозвуковых течений находим закон подо­
бия, обобщающий правило Спрейтера (12):

/ *2Ы у-'3 ( |гУ| \
Ср \ ЛМ1 ) ' \ (ТЯМ1) X / ’ 

где N, R даны в (18).
Совершенно аналогично получаются приближенные уравнения и зако­

ны подобия для пространственных потоков. Так, вместо (16) и (19) имеем 
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соответственно
%У л <Pzz = о, #фжж + фу„ + фгг = ЯМ1<рхфяк

11ри этом закон подобия при М -У 1 для квазидвумерных тел z = 

-j-) с граничным условием l-^-) = хЬ~д^ ыожн<> предста­
вить в следующей общей форме:

где А — произвольная постоянная, S—площадь тела. При А = 1. А = - 
Л = 113 (21) получаются различные формы обобщенного праь:
Ирандтля—Глауэрта, а при А= |А?|_ 1 — обобщенное правило Гёт-; - 
для квазидвумерных тел (|2). Для трансзвуковых же течений в этом . 
чае получаем обобщенное правило Спрейтера (12) в виде

с»
'■Й / \ (т/гуф'3

Следует подчеркнуть, что все полученные результаты в нерелятпз; - 
ском пределе (с-^-оо) точно переходят в соответствующие форе 
и уравнения обычной гидродинамики.

В заключение автор выражает благодарность акад. Л. II. Седо: 
внимание и И. С. Шпкину за полезные замечания по работе.
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